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I. Abschnitt. 

Die birationalen Transformationen in der Ebene. 



I. Kapitel. 

Quadratische Transformationeii allgemeiner Art 

§ 1. Die qnadratisehe Transformatton in einfaelister 

Darstellung. 

Geometrische Erzeugung. 

1. Als die einfachsten Transformationen haben wir im 
ersten Teile dieses Buches*) die projektiven, d. h. die Kol- 
lineation und die Korrelation kennen gelernt. Jetzt wollen 
wir^ und zwar zunächst für zwei Punktfelder, eine allgemeinere, 
aber auch noch ein-eindeutige Punktverwandtschaft unter- 
suchen, wobei wir auf geometrische Anschaulichkeit der Ab- 
leitung Wert legen. 

Einen Punkt können wir als Schnittpunkt zweier Geraden 
bestimmen. Es seien nun in der einen Ebene s die Strahlen- 
büschel Ä^ und A2 beliebig angenommen (Fig. la), femer in 
dem zweiten Felde e' die Strahlenbüschel Bl und Bi (Fig. Ib). 
Der Strahlenbüschel Ä^ möge projektiv auf den Strahlen- 
büschel Bi bezogen sein und ebenso der Büschel Ä2 projektiv 
auf den Büschel Bi. Irgend ein Punkt P in e kann dann 
als Schnittpunkt der Strahlen u und v betrachtet werden^ 
die ihn mit Ä^ und Ä^ verbinden. Diesen entsprechen in 
den projektiven Büscheln bzw. die Strahlen w', v% welche 



*) Ge ometr ische Transformationen. I. Teil. Sammlung 
Schubert XXYIL Göschen; Leipzig 1902. Wir zitieren dieses 
Buch stets unter dem Zeichen; „G. T. I.^ 

Doehlemann, Geometrische Transformationen. IL 1 



2 I. Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 

sich im Punkte P' begegnen. In der gleichen Weise kann 
man zu jedem Punkte von e^ im allgemeinen einen Punkt 
in £ konstruieren. Zwischen den beiden Punktfeldem e und 
e' ist dadurch offenbar eine wechselseitig eindeutige Punkt- 
verwandtschaft hergestellt, welche schon Seydewitz (7)*) 
in dieser Weise ableitete. Daß diese bei allgemeiner La^ 
der projektiven Büschel keine^ Kollineation sein wird, zeigt 
ohne weiteres die folgende Überlegung. Lassen wir den 
Punkt P auf einer Geraden g von e fortrucken, so be- 
schreiben die Strahlen u und v Perspektive Büschel. Die 
Büschel der entsprechenden Strahlen u' und v' sind folglich 
projektiv aufeinander bezogen und der zugehörige Punkt P* 
durchläuft einen Kegelschnitt Kg in e\ der auch durch B[ 
und B% hindurchgeht. Im Gegensiatz zur kollinearen Be- 
ziehung entsprechen mithin den Geraden einer jeden Ebene 
Kegelschnitte in der anderen. Ein zweiter, nicht weniger 
wichtiger Unterschied besteht darin, daß bei der Kollineation 
das eindeutige Entsprechen der Punkte für die beiden Punkt- 
felder ohne Ausnahme stattfand, während sich bei der vor- 
liegenden Beziehung sofort Punkte angeben lassen, denen 
wir unendlich viele Punkte im andern Punktfeld zuordnen 
müssen. Es sind das diejenigen Punkte, für welche unsere 
Konstruktion unbestimmt wiiä In der Tat können wir den 
Yerbindungsstrahl A^A^ sowohl dem Büschel A^ als dem 
Büschel A^ zuteilen und dementsprechend mit x bzw. y be- 
zeichnen. Es entsprechen ihm dann im allgemeinen Falle 
zwei verschiedene Strahlen x\ y\ Dem Schnittpunkt JS^ 
dieser Strahlen (Fig. Ib) ist aber dann jeder Punkt von A^A^ 
zuzuweisen, da x und y zusammenfallen. Ebenso kann die 
Verbindungsgerade BlBi als w' bzw. e' zum Büschel J?i 
oder Bi gerechnet werden und der Schnittpunkt A^ der ent- 
sprechenden Strahlen Wy hat alle Punkte von BiBi zu 
entsprechenden. 

Gibt man. sich die Strahlen x% y\ w^ willkürlich und 
dazu noch u, u% v, v^ beliebig, so ist durch die Strahlen- 
paare X, x^, Wy w'y Uy u' bzw. durch y, y\ Zy z'y v, t?' die 



*) Die den Autorennamen beigesetzten Ziffern beziehen sich 
auf die Literaturübersichten, welche, um den Gang der Darstellung 
nicht zu stören, am Schlüsse des betreffenden oder eines der 
nächsten Paragraphen, hier auf 8. 49, in chronologischer Reihen- 
folge beigefügt sind. 



§ 1. Die quadratische Transformation in einfachster Darstellung, 3 

projektive Beziehung der beiden Buschelpaare und damit die 
Verwandtschaft der beiden Ebenen vollständig festgelegt 

Die gleiche Eigenschaft wie A^ und Bi haben femer 
auch die Punkte Ä^, Ä^y Si, Bi. Denn fallt der bew^ 
liehe Punkt P z. B. nach Ä^ , ohne daß etwa bemerkt ist, 
in welcher Richtung er sich Ä^ nähert, so wird der Ver- 
bindongsstrahl PA^ gänzlich unbestimmt. Es kann jeder 
dnich Äi gehende Strahl als solcher angesehen werden. Die 
entsprechenden Strahlen bilden den ganzen Büschel Bi Da 
femer dem Strahle Ä^A^ oder y der Strahl BiBi oder y^ 
entspricht^ so werden wir dem Punkte Ai alle Punkte der 
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Fig. la. 



Fig. Ib. 



Geraden BiBi zuordnen. Wir erhalten also folgende Zu- 
weisung der ausgezeichneten Elemente: es entspricht 

dem Punkte -4^ die (rerade BiBi 
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Da eine beliebige Gerade 9 in € mit der Verbindungs- 
linie A^A^ einen Schnittpunkt gemein hat^ so muß der der 
Geraden g entsprechende Kegelschnitt J^ in £^ (s. o.) auch 
durch Bi hindurchgehen. Den Geraden von e entsprechen 
mithin I^egelschnitte durch die drei P.-Punkte B^, Bi, Bi. 
Diese Kegelschnitte bilden also ein Netz, und das Gleiche 
gilt für die Kegelschnitte^ welche sich in 6 als Bilder der 
Geradezi von e^ ergeben. 



4 * !• Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 

Einstweilen fehlt noch der Beweis, daß die Punkte A^ und 
Bi die gleiche Rolle wie Ä^, Ä2, Bl, B% spielen, d. h. pro- 
jektive otrahlenbüschel tragen; derselbe wird sich ganz von 
selbst ergeben, wenn wir jetzt die Formeln für diese Trans- 
formation ableiten. 

Analytische Darstellung. 

2. Wählen wir die Dreiecke A^A^A^ bzw. BlBiBi als 
Koordinatendreiecke und bezeichnen in bezng auf dieselben 
die homogenen (trimetrischen) Koordinaten eines Punktes P 
der Ebene e mit x^, x^, x^, die eines Punktes P^ des 
anderen Pnnktfeldes e^ mit xi, xi, xi. Es ist dann der 
Strahlenbüschel A^ oder 

Xa ^^ A SOo ^^ O 

projektiv so auf den Strahlenbüschel Bi oder 

zu beziehen, daß dem Strahle A^A^ oder rr, = der Strahl BiBJ 
oder xi = entspricht und femer dem Strahle A^A^ oder 
;i^ = der Strahl BiBi oder xi = 0; es muß also für 
;i = , fi = oo werden und für A = 00 , /i = sein. Die bi- 
lineare Gleichung zwischen X und yie, welche die projektive 
Beziehung zum Ausdruck bringt, kann demnach bloß von 
der Form sein: 

wo — eine Konstante ist Die beiden projektiven Büschel 
werden also: 

(1) x^ — 1x^ = und xi '-Y'Xi = 0. 

Ganz ebenso findet man für die projektiven Strahlen- 
büschel A2 und Bi die Darstellung 

(2) x^ — A'Oc^^O und a?/ — f— )• -ja;^« 0, 

wobei die auftretende Konstante in der Form — geschrieben 
wurde, EUnunieTt man X aua dem €^^^\föi£L (^\ und A 



[ 



f 1. Die quadratische Transformation in einfachster Darstellung. 5 

ans dem System (2); so ergeben sich die gewfinsohten 

Fonneln: 

a b c 

(3) ^''^'^''xr^'xi 

oder auch 

(4) x^:x^ix^ = axix^ : hxixi : cxixi 

oder 

(5) QX^ = axixi QX^ = hx[xi qx^ = cxixi ^ 

wobei Q ein Proportionalitäts&ktor. Aus diesen leiten wir 
dine weiteres die folgenden nach ^^'aufgelösten Gleichungen ab : 

(6) xl:xi:xi^-^:~ :-, 

X^ U/^ U/g 

die wir auch in der Form schreiben können 

(7) xi : xi: xi=^ ax^x^ : bx^x^ : cx^x^ 
oder auch 

(8) Q^xi^ax^x^ g'xi^bx^x^ g'xi^ca^x^ . 

Die von uns betrachtete Verwandtschaft ist also ana- 
lytisch dadurch definiert^ daß man an Stelle der Variabein 
der einen Ebene spezielle Ausdrücke zweiten Grades in 
der Variabeln des zweiten Feldes einführt Sie gehört des- 
wegen zu den quadratischen Transformationen. Die Formeln 
zeigen — was geometrisch schon erkannt wurde — , daß im all- 
gemeinen jedem Punkte des einen Feldes ein und nur ein 
Pmikt des andern entspricht, daß also die Transformation 
ein-eindeutig ist. Eine neue Eigenschaft dagegen leiten wir 
aus dem Umstände ab, daß die Formeln (3) . . . (8) ganz sym- 
metrisch in bezug auf die drei Koordinaten gestaltet sind. 
Folglich müssen auch die Punkte A^ und Bi projektive Strahlen- 
büschel, gebüdet von entsprechenden Strahlen, tragen und 
die drei Punkte jeder Ebene spielen die gleiche Bolle, irgend 
zwei derselben können zur Konstruktion der Verwandtsdiaft 
benutzt werden. 

Die in jeder Ebene gelegenen „singulären^^ Punkte ^^ usw. 
BoUen die Fundamentalpunkte, ihre Verbindu^slinien 
die Fundamentalgeraden^ ihre Gesamtbeit daa Faiida- 
mentslsjrßtem der betreffenden Ebene liei&en. J«^<^TSi 
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Fnndamentalpunkt der einen Ebene ist ein bestimmter der 
anderen Ebene zugewiesen^ dem Punkte A^ der Punkt Bif 
dem Punkte^ der Punkt Bi, dem Punkte ^s ^^^ Punkt J^, 
Solche Punkte mögen ^^zugeordnete'' genannt werden. 

Im Sinne der Eechnung ist die Transformation bestimmt^ 
wenn für die Konstanten a, h, c der Formel (3) gewisse 
Verhältniszahlen gegeben sind. Dies ist der Fall, sofern 
man zu einem Punkte P von e einen Punkt P^ von e^ als 
entsprechenden annimmt. Es folgt also: 

Die Transformation ist bestimmt, wenn in jeder Ebene 
das Fundamentalsystem gegeben ist und außerdem zu einem 
beliebigen Punkt der einen Ebene irgend ein Punkt der 
anderen Ebene als entsprechender angenommen wird. 

Speziell könnten wir die Einheitspunkte eines jeden der 
beiden Koordinatensysteme (G. T. L 17.) einander zuweisen 
und erhielten dann die Formeln 

oder 

(10) x^ix^ix^^ xixiixixiixixi usw. 

Die unendlich fernen Punkte der beiden Ebenen fügen 
sich sehr einfach in diese Zuordnung ein. Denn da die un- 
eigentlichen Punkte der Ebene e als auf einer unendlich 
fernen Geraden u liegend angenommen werden müssen, so 
erfüllen die entsprechenden Punkte in der Ebene s' einen 
bestimmten Kegelschnitt K^ des in dieser Ebene gelegenen 
Netzes durch die drei F.-Punkte und ebenso gehen alle un- 
endlich fernen Punkte des Feldes e' in Punkte eines Kegel- 
schnittes K^ über, der der unendlich fernen Geraden v^ ent- 
spricht. Den unendlich fernen Punkten von E^, d. h. den 
Schnittpunkten von K^ mit u, entsprechen die unendlich 
fernen Punkte von E^ (die Schnittpunkte von JKi mit v'). 
Diese sind im allgemeinen Fall die einzigen unendlich 
fernen Punkte des einen Feldes, welche wieder in unendlich 
ferne Punkte im andern Feld übergehen. 

Befinden sich die F.-Systeme dem Unendlich-fernen 

gegenüber in besonderer Lage, so können natürlich andere 

Verhältnisse statthaben. Wählen wir z. B. in jeder der 

beiden Ebenen e und e^ je ein schiefwinkliges Koordinaten- 

system O, X, Y und 0', X', Y' vm.d et^Ti7.eii ^^ dviiTdi die 



§ 2. Entsprechende Gebilde der beiden Ebenen« 7 

unendlich ferne Gerade je zu einem Dreieck. Dann erhfilt 
man for die spezielle quadratische Transfonnationi welche 
diese beiden (aneigentlichen) Dreiecke als F.-Systeme, und 
zwar und 0' einerseits , sowie die unendlich fernen Punkte 
der gleichbenannten Achsen andererseits als zugeordnete 
F.-Ponkte hat, nach G. T. L 24. aus den Formeki (6) oder (7) 
die Gleichungen 

wobei Ä und B beliebige Zahlenwerte sein können. 

In diesem Falle entspricht allen unendlich fernen 
Punkten der einen Ebene der im Endlichen gelegene F.- 
Ponkt der anderen Ebene. 

§ 2. Entsprechende Gebilde der beiden Ebenen. 

Entsprechende Elemente der Fundamentalsysteme. 

3. Jedem F.-Punkt entsprach eine F.-Gerade, z. B. dem 
Punkte Äi die Gerade BiBi. Um diese Zuordnung aber 
genauer zu erkennen, ziehen wir durch Äi irgend eine Ge- 
rade u (Fig. la) und lassen einen Punkt X sich auf ihr 
dem singulären Punkte J.^ mehr und mehr nähern. Der 
entsprechende Punkt X^ bewegt sich dann auf der Geraden u^ 
forty die in der projektiven Beziehung der Strahlenbuschel Ä^ 
and Bi der Geraden u entspricht Verbindet man ferner 
Z mit ^ sowie X' mit Bi, so entsprechen sich diese 
Strahlen in der projektiven Beziehung der Büschel ^ und Bi . 
Je mehr aber X sich Äi nähert, um so mehr fällt der Ver- 
bindungsstrahl A2X mit y zusammen. Also entspricht dem 
Punkte, der auf u unendlich nahe an Aj^ herangerückt ist, 
der Schnittpunkt von u^ und y\ Es hat sich mithin er- 
geben: 

Den einem F.-Punkt unendlich benachbarten Punkten,^ 
oder kürzer, den durch einen F.-Punkt gehenden „Linien- 
elementen'^ entsprechen die einzelnen Punkte der zuge- 
hörigen Fundamentalgeraden. Diese Punkte werden aus- 
geschnitten durch diejenigen Strahlen aus dem zugeordneten 
Fundamentalpunkt, wel(£e den durch die Linienelemente 
bestimmten Strahlen in der projektiven Beziehung dieser 
beiden StrsMenbüscbel entsprechen. Der B^ä^^^V Öl^x 



8 L Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 

Linienelemente ist also projektiv zur Punktreihe 
der entsprechenden Punkte. 

Analytisch sind die singularen Punkte der beiden Ebenen 
dadurch ausgezeichnet, daß für sie die TransformationB« 
fonneln (4) oder (7) zunächst ein unbestimmtes Kesultat 
liefern« Setzt man z. B. die Koordinaten 2^ = 0, x^^O des 
Fundamentalpunktes A^ in die Formel (7) ein, so erhalt man 
für den entsprechenden Punkt die Verhältniszahlen 0:0:0. 
Um den oben geometrisch durchgeführten Grenzprozeß ana- 
lytisch zu verfolgen, hätte man zunächst einen zum Punkte 
Xi =0, x^ =^0 benachbarten Punkt mit den Koordinaten 
dxi, dx^y Xg + dxg einzuführen, diese Werte in die Aus- 
drücke ax2Xgf bx^x^y cx^x^ einzusetzen und die letzteren 
etwa nach dem Taylorschen Satze zu entwickeln. Man be- 
stätigt dann leicht das obige Besultat; im übrigen kommen 
wir später ausführlicher aiS diesen Punkt zurück. 

Entsprechende Kurven der beiden Systeme. 

4. Irgend einer Kurve n-ter Ordnung K^m e, die durch 
keinen Fundamentalpunkt hindurchgeht, entspricht auf Grund 
der Formeln (4) in der Ebene e' eine Kurve (2w)-ter Ord- 
nung ^'2**. Dieselbe hat die Fundamentalpunkte von e' zu 
n-fachen Punkten. Um dies streng zu beweisen, ziehen wir 
z. B. durch Bi irgend eine Gerade u^ und zahlen ab, wie- 
viele von den 2n Schnittpunkten derselben mit der X^^* 
außerhalb Bl liegen. Dies gelingt dadurch, daß wir uns 
vergegenwärtigen, daß jedem nicht auf dem Fundamental- 
System der einen Ebene gelegenen Punkte in der anderen 
Ebene wieder ein Punkt entsprechen muß, der ebenfalls nicht 
dem F.-System dieser Ebene angehört. Nun entspricht der 
Geraden u' eine Gerade u durch Äi , welche mit der J?* 
nach unserer Voraussetzung n außerhalb des F.-Systems ge- 
legene Schnittpunkte liefern wird. Ihnen müssen folglchi 
auf u^ n außerhalb des F.-Systems gelegene Punkte ent- 
sprechen, so daß Bi ein w-facher Punkt der Kurve K^^\ 

Denken wir uns weiter eine Tangente f an die JE^* 
im n-fachen Punkte Bi gefunden, so fallen für sie n+1 
der 2 n Schnittpunkte nach Bi ; die entsprechende Gerade t 
des Büschels Ai kann also bloß w — 1 nicht dem F.-System 
angehörige Punkte mit der K^ gemein haben. Nun geht Ä* 
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nicht durch Aj^, also muß die Gerade t nach einem der 
Schnitiponkte von iT** mit der R-Iinie Ä^A^ laufen. Das 
stimmt auch mit den Betrachtongen der vorigen Nummer 
oberein. Wir sehen also: 

Einer Kurve n-ter Ordnung der einen Ebene, die durch 
keine der Ecken des F.-Dreiecks hindurchgeht, entspricht 
eine Kurve (2n)-ter Ordnung der andern Ebene, welche 
die F.-Punkte zu n-&chen Punkten hat; die Tangenten in 
einem solchen n-£achen Punkte entsprechen in der projektiven 
Beaehung zugeordneter Büschel den Strahlen, welche vom 
ngeordneten F.-Punkte aus nach den Schnittpunkten der 
asten Kurve mit der gegenüberli^enden F.-Linie laufen. 

Einer Geraden entspricht demnach ein Kegelschnitt, der 
dem F.-Dreieck der andern Ebene umschrieben ist; einem 
beliebigen K^elschnitt ist eine Kurve 4. Ordnung zugeordnet, 
die in den F.-Punkten Doppelpunkte hat, usl 

Betrachten wir noch den Fall, daß eine Kurve n^ter 
Ordnung K** der Ebene e durch die F.-Punkte dieser Ebene 
Bindorchgeht) also etwa Vi-msA durch A^ , ^2*^^ durch A^ , 
' Tg-mal durch A^ . Dann spalten sich von der entsprechen- 
den Kurve (2n)-ter Ordnung gewisse Teile ab, nämlich die 
F.-Linie JB^B^ ^'i-nial, die Linie B^Bi v^-mal und die 
Linie B^B^ rg-mal gerechnet. Die übrigbleibende Kurve ist 
also noch von der Ordnung 

2n-{vi + v^ + v^), 
mid sie geht noch 

durch Bi ... { w — (y, -f- ^s) )-nial 
„ Bi ... {n — {v^+ r8)>-mal 
„ Bi ... {n — {vi + V2)ymBl 

hindurch. Denn Bi z. B. ist für den ganzen Komplex der ent- 
sprechenden Kurven ein 9»-facher Punkt, und die F.-Lanien Bi Bi 
nnd BiBi gehen v^ bzw. Vg-mal gerechnet durch Bi hindurch. 

Beispiele: Einem Kegelschnitte, der durch J.^ hindurch- 
gehe^ entspricht eine Kurve dritter Ordnung, welche in Bl 
einen Doppelpunkt, in Bi und Bi noch einfache Punkte hat 

Einem Kegelschnitte durch Ai und A^ entspricht ein 
K^elschnitt durch Bi, Bi. 

Einem Kegelschnitte durch A^j A2, A^ entspricht eine 
Gerade in der anderen Ebene. 
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§ 3. KuTTensiii^aiititeii ant dem F.-8yBteiiL 

Punkt auf einer F.-Linie 
und Abbildung seiner Umgebung. 

5. Hat eine Kurve einen vielfaclieu Punkt X i ^ 
welcher Art, der aber nicht in einem F.-Punkte und t 
tnf einer F.-Linie, also kun: außerhalb des F.-8yHtaM|v' 
gelegen eein soll, so wird die entsprechende Kurve im enW,.^ 
sprühenden Punkte X' einen vielfachen Punkt von gleichv" 
Multiplizität beBitzen, wie man leicht beweist Jedem Zweige 
der ersten Korve durch X wird wieder ein Zweig der ent- 




sprechenden Kurve durch X' zugeordnet sein, so daß also- 
auch die Zahl der Tangenten in X und X' übereinstimmt. 
Dagegen werden Punkte der Kurve, die zu X unendlich be- 
nachbart auf einer Tangente liegen, im allgemeinen nicht 
in Punkte der gleichen Eigenschaft übergeben. Denn der 
Greraden entspricht ja ein Kegelschnitt. Z. B. wird eis 
Wendepunkt J der Kurve nicht wieder in einen solchen sich 
transformieren. Vielmehr hat der entsprechende Punkt J"^ 
im allgemeinen bloß die Eigenschaft, aaß ein dem Haupt- 
dreieck der Ebene c' nmscbriebener Kegelschnitt in ihm die 
Kurve oskuliert. 

Wesentlich anders gestaltet sich dag^en die Sacbe^ 
wenn die Singularität der betrachteten Kurve anf dem 



f 
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f. "System gelegen ist; sie kann dann dorch die Trana- 
formation sehr verändert, ja ganz aufgehoben werden. Es 
sei W der auf der F.-Iinie AiÄf gelegene Punkt, in dem 
die za betrachtende Kurve K* n-ier Ordnung eine Singu- 
larität besitzen soll Es wird dann jedenfalls von Vorteil 
weiny vor allem eine Anschauung darüber zu gewinnen, wie 
Adk die dem Punkte W benachbarten Teile der Ebene in 
die andere £bene abbilden. Zu diesem Zwecke wurde in 
den Fig. 2 a und 2 b die Transformation durch Annahme 








Fig. 2b. 

der beiden F.-Dreiecke und der Punkte P, Y festgelegt. 
Dem Strahle A^T oder jß entspricht dann der Strahl p\ 
welcher P' mit W^ verbindet und dem Schnittpunkte TF 
von jp und A^ A^ der auf p' gelegene Nachbarpunkt zu P3 . 
Zu den Strahlen x^ y und den Punkten Xy F, Zy T, Yj U 
smd die entsprechenden EHemente x% y% Xf . . , tf' gezeichnet 
Beschrankt man sich auf die der F.- Linie benachbarten 
Streifen, so gehen die in den Figuren je in gleicher Art 
schraffierten Gebiete bei der Transformation ineinander 
fiber. Bei anderer Wahl der Punkte P und P' ändern sich 
natürlich die Figuren in sinngemäßer Weise. Jedem durch W 
gAenden Kurvenzuge entspricht im andern lE^e\d em Ti^^^^ 
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der den Strahl p^ in B^ berührt. Unsere Darstellung ermög- 
licht dann bereits eine Beurteilung der gestaltlichen Yop- 
hältnisse. Verlauft z. B. ein Kurvenzweig von X über W 
nach Yf so daß er in TT die F.-Linie A^Ä^ berührt^ m 
geht der entsprechende Kurvenzweig im anderen Felde VCK 
Xf über B^ nach Y\ während p' berührt wird; er wmA 
also den Typus einer Spitze. Erstreckt sich dagegen & 
Kurve von X über W nach Uj so bleibt der entsprechende 
Kurvenzug XfB^W auf der gleichen Seite der Tangente p\ 

Berührung einer F.-Linie. 

6. Betrachten wir zunächst den Fall^ daß die durch W 
gehende Kurve -K* mit der Linie A^ W oder p in Wfi kon- 
sekutive Punkte gemein hat. Der Strahl p Uefert also mit 





Fig. 8a. Fig. 8b. 

der K*^ noch n — fi Schnittpunkte^ die nicht dem F.-System 
angehören. Folglich muß der Strahl p' mit der entsprechen- 
den Kurve K'^^ ebensoviele, dem F.-System nicht an- 
gehörige Punkte gemein haben^ und in B^ werden demgemäß 
2n — (n — /i) = n4-A* Schnittpunkte vereinigt liegen. Die 
F.-Linie A^A^ hat aber außer W noch n — 1 Schnittpunkte 
mit der K^ gemein^ denen ebensoviele Durchgänge der JBT'** 
durch B^ entsprechen. Der dem Durchgange W zugeordnete 
Kurvenzweig wird folglich mit der Tangente p' noch [jl + I 
konsekutive Punkte in B'^ gemein haben. 

In den Fig. 3a und 3b ist der Fall /i = 2 gezeichnet; 
die Kurve Ä** berührt den Strahl p m W einfach; die 
Kurve K^*^ besitzt dann in B^ einen Wendepunkt mit p' 
als Wendetangente. 
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Die Fig. 4a und 4b briDgen den Fall /x « 3 nur An- 
BehaauDg. Die Knrve £* hat in W einen Wendepunkt 
mt p SIb Weudetangente; die entsprechende Kurve K^^ 
hak mit dem Strahle p^ in Bi vier konsekutive Punkte ge- 
memy was einer s^. ^^Undulation^ entspricht. In allen 
IJgiiren ist nur die Umgebung des Punktes W und das ihr 
otsprediende Gebiet der andern Ebene beröcksichtigt 





Fig. 4 a. 



Fig. 4b. 



Weiter mögen auf der F.-Iinie ÄiA^inW v aufeinander- 
folgende Punkte der JK> vereinigt liegen. Dann liefert der 
Strahl p nur n — 1 nicht dem F.-System angehörige Sohnitt- 




pnnkte mit der K**, so daß auf p^ in der Nachbarschaft 
von jBj n + 1 Punkte der X^" gelegen sind. Die Linie Äi A^ 
aber schneidet jetzt die K* bloß noch in n — v Punkten, 
welchen ebensoviele Durchgänge der JC^*» durch Bi ent- 
sprechen. Also hat der Strahl p' mit dem dem Durch- 
gange W entsprechenden Eurvenzuge noch v + 1 Punkte 
gemein. Der Unterschied dem vorigen Falle gegenüber be- 
stdit darin; daß die hier vorli^ende Kurve 2r*»* in Bi 
einen «»-fachen Punkt besitzt^ von dem v Tangenten in p' 
sid) vereinigi haben. Man kann sich die SingvdantiBLt ^<^T S!^^ 



j 
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in J?8 also durch einen Grenzübergang entstanden denken,:: 
indem man in dem n- fachen Punkte v Schleifen sich mr i, 
sammenziehen laßt Jede solche Schleife entspricht de^^-_ 
Teile der Kurve zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schiutt^ 
punkten mit A^A^. In den Fig. 5a und 5b ist dies £Bf ^ 





Fig. 6a. 



Fig. 6b. 



einen dreifachen Punkt dargestellt Die Fig. 6 a und 6 b 
zeigen dann den Fall r = 3 etwa für eine Kurve dritter 
Ordnung JE**; die entsprechende Kurve sechster Ordnung Ä** 





Fig. 7 b. 

hat in W^ einen dreifachen Punkte dessen drei Tangenten in 
eine zusammengefallen sind. Die Tangente p' in ihm hat vier 
Punkte mit der Kurve gemein. Endlich erhält man für r=4 
(Fig. 7 a) bei der entsprechenden Kurve eine Spitze (Fig. 7 b). 

Vielfacher Punkt auf einer F.-Linie. 

7. Hat die Kurve £»* einen 2;-fachen Punkt in TT, so 
fallen von den n Tangenten des n-fachen Punktes JB3 der K'^^ 
Tc in dem Strahle p' zusammen. Den verschiedenen, durch W 
gehenden Asten entsprechen die einzelnen. Äste von iC'*», 
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welche alle in Ji^ die Tangente p' berühren. Wir zlhlen 
wie oben ab, daß j>' mit allen diesen Ästen 2 k Punkte in Bi 
eemein hat Die Korve £^" hat also in B^ eine Selbst- 
berührung. Die Fig. 8a nnd 8b geben eine schematische 
Darstellung für X; = 2 , d. h. für einen Doppelpunkt. Eine 
TOtere Spezialisierung tritt ein, wenn eine der Tangenten 




ilg. 8a. 



Fig. 8b. 



des i-&chen Punktes mit p oder mit AiÄ^ zusammenfallt 
Nehmen wir noch etwas allgemeiner an, auf dem Strahle p 
seien von dem ihn berührenden Aste der Kurve in TT /x kon- 
sekutive Punkte gelegen. Da noch weiter Tc — l Zweige 
der £** durch W gehen, so zahlt W auf dem Strahle p für 
jtt+£— 1 Schnittpunkte. Es ist also 2h+fi—l die Mazimal- 
xahl der Schnittpunkte, welche einer der den Strahl p' be- 
röhrenden Äste in Bi mit der Kurve K'^^ gemein hat. 




Fig. 9b. 



Hat beispielsweise die Kurve i** in "RT einen Doppel- 
punkt, dessen eine Tangente mit p zusammenfällt (Fig. 9 a), 
so ist jfe -r 2^ r = 2, nnd dem Kurvenasle, YreVcW p \i^ 
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rührt, entspricht in der zweiten Ebene ein solcher^ der in 4 
eine Inflexion besitzt; die Inflezionstangente p' hat mit 
fünf Punkte in B^ gemein (Fig. 9 b). 

Endlich kann eine der Tangenten des Anfachen Punkte 
auch mit der F.-Linie A^ A^ zusammenfallen oder allgemeine) 
es kann Ä^A^ mit dem diese F.-Linie berührenden Kurveii 
aste V aufeinanderfolgende Punkte gemein haben. Danj 
fallen von den Tangenten des n-fachen Punktes B^ der JS?^ 
weitere v — 1 mit p' zusammen^ und die Maximalzahl dei 
Punkte, welche p' mit einem der dem Anfachen Punkte ent 
sprechenden Aste gemein hat, beträgt 21o + v — l. 




Fig. lOa. 



Fig. 10b. 



Hat z. B. iP* in "RT einen gewöhnlichen Doppelpunkt, 
dessen eine Tangente AiA^ ist (i = 2, v^2) (Fig. 10a), 
so entspricht dem die Gerade A^A^ berührenden Aste eine 
Spitze, deren Tangente fünf Punkte mit der IT'*** gemein 
hat (Fig. 10b). 




A 



A ^ 



P 



Fig. Ua. 




Die Verbindung beider Fälle (Fig. IIa) mag als Bei- 
spiel einer analytischen Behandlung empfohlen sein, indem 
man etwa eine Kurve dritter Ordnung wählt, welche im 
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Doppelpunkte W die Linien TT-^, und ^^ J, sn Tangenten 
hat, ihre Gleichung transformiert und die neue Kurve in 
der Nähe des Punktes Bi untersucht (Fig. IIb). 



Spitze auf einer P.-Linie. 

8. Endlich möge die Kurve K"" mW eine gewöhnliche 
Spitze haben, und die Tangente in der Spitze möge zunächst 
weder mit J^A^ noch mit AiA^ zusammenfallen. Dann 
mufi die Kurve, sofern es sich um die nächste Umgebung 





Fig. 12a. 



Fig. 12b. 



der Spitze handelt, in einem der vier Winkelräume ver- 
laufen, in welche AiA^ nnd WA^ die Ebene teilen. Liegt 
z. B. die Spitze so, wie es die Fig. 12a zeigt, so werden 
die beiden Aste der transformierten Kurve auf der gleichen 
Seite der Tangente p^ gelegen sein, was also dem Typus 
einer Schnabelspitze entspricht (Fig. 12b). Man zählt 
wieder leicht ab, daß die gemeinsame Tangente jp' mit den 
beiden Asten vier aufeinanderfolgende Punkte in Bi gemein hat. 





Fig. 18 a. 



Fig. 18b. 



Ist p selbst die Tangente der Spitze (Fig. 13 a), so 
verläuft die Kurve in zweien der oben genannten Gebiete, 
and die transformierte Kurve hat in Bi wieder eine Spitr 

Doehlemann, Geometrisehe Transfoniiationen. n. 2 



18 L Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 



(höherer Art). Die Tangente p* enthSit in j^ fünf kofr: 
sekative Punkte der Kurve (Fig. 13 b). 




Fig. 14a. 



Wenn endlich die Rückkehrtangente mit der F.-Linie A^A. 
zusammenfallt (Fig. 14 a), so hat die entsprechende Kurve in iJ 
eine höhere Inflexion^ indem die Wendetangente |7^fQnf Punkte 
in ^3 mit der Kurve gemein hat (Fig. 14 b). 

Berührung einer F.-Linie in einem F.-Punkte. 

9. Berührt eine Kurve K^ eine F.-Linie in einem F.-Punkte^ 
so ist die analytische Behandlung der geometrischen vorzuziehen. 
Es habe z. B. die £> mit der F.-Linie A^A^vdlA^t konsekutive 
Punkte gemein. Dann laßt sich die Gleichung dieser Kurve 
sofort anschreiben: sie muß von der Form sein: 

Hierbei sind Uo ^ t^ ; • • •> ^-i homogene Funktionen vom 
Grade 0, 1, . . ., n — 1 in den Variabein (c^y (c^i während r 
eine positive Zahl <n. Transformiert man aber diese Glei- 
chung vermittels der Formeln (10) von 2., so tritt der Faktor 
o?! = heraus 9 und es bleibt die Gleichung übrig: 

u^x'i!''^ xtl" + Wi'a;8'a;i*-2<j.^H-i ^ u^x? x*{:"'^ x^-^ + . . . 

+ xi!'^ {arX^''-^ + ar-ia?{a;2"-''-* + . . . + a^x^'^^xi'^^Q . 

Die Uly vi^ , . . sind dabei die Funktionen u^^u^y . . .; wenn 
x^ und x^ bzw. durch x^ und x[ ersetzt werden. Diese 
Kurve (2 n — l)-ter Ordnung hat aber den Punkt Bs oder 
0?^ » ; x^==0 zum (n — l)-fachen Punkte, und von den 
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— 1 Tangenten desselben fallen^ wie aus der Gleichung zu 
rsehen^ r — 1 mit der F.-Linie B^Bi oder a?i = zusammen. 
Verbindet man femer die obige Gleichung mit der andern 
{ =a ^ so ergibt sich, daß in Bi auf der F.-Linie BiBi n auf- 
Laanderf olgende Schnittpunkte mit der Kurve vereinigt liegen. 




Fig. 16b 



In welcher Weise die durch Äi gehenden Zweige einer 
Kurve sich transformieren^ kann aus den Fig. 15 a und 15 b 
entnommen werden, in denen wieder entsprechende Gebiete 
der beiden Felder gleich schraffiert sind. Berührt z. B. eine 
Kurve die Linie A^Ä^ in -4i in gewöhnlicher Weise (r = 2), 

2* 
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so ist B^Bi fOr den entsprechenden Ast in Bi eine gewöh 
liehe Tangente. 

Nimmt man in den soeben durchgeführten Betrachtange 
die Kurve £^'** als gegeben an, so geht dieselbe durch d. 
rationale, quadratische Transformation in die Kurve i 
über, die Singularität im Punkte Bi ist also in eine ander 
einfachere transformiert worden. Durch die eventuell wieder 
holte Ad wendung einer solchen Transformation ist man imst and 
jede Singularität einer Kurve y^aufzulosen^'^ d. h. die Zahl de 
Doppelpunkte und Rückkehrpunkte anz geben, welche eine- 
solchen Singularität in bezug auf die Irrationalität der Kun- 
^^äquivalent'^ ist. Noether (16, 17, 21) hat dies in mehrere: 
Arbeiten genau untersucht. Doch kann die Auflösung eine 
Singularität in verschiedener Weise erfolgen. Deswegen mu: 
die vollständige Erörterung der Theorie der algebraische: 
Kurven vorbehalten bleiben, und wir verweisen auf die b^ 
bezüglichen Ausführungen in H. Wieleitner: Theorie de: 
ebenen algebraischen Kurven höherer Ordnung, Göschen 
Leipzig 1905, S.S. 43, 8. 164 ff. 

Anwendungen der quadratischen TransformatioL 

10* Sind zwei Ebenen durch eine Transformation der 
soeben betrachteten Art aufeinander abgebildet und hat mai 
für eine Figur der ersten Ebene einen Satz aus dem Ge- 
biete der Geometrie der Lage bewiesen, der also keine 
metrischen Begriffe benutzt, so kann man die Figur durci: 
unsere quadratische Transformation in die zweite Ebene 
übertragen und für diese neue Figur ohne weiteres einec 
entsprechenden Satz formulieren. Durch fortgesetzte Trans- 
formationen könnte man auf diese Weise aus einem lagen- 
geometrischen Satze unendlich viele neue Sätze ableiten, die 
freilich immer komplizierter werden und sich auf immer 
höhere Kurven beziehen. Oder es gelingt unter Umständen 
eine Aufgabe der ebenen Geometrie dadurch zu lösen, daJ 
man die Ebene quadratisch in eine andere abbildet, die 
in der zweiten Ebene sich eigebende Aufgabe erledigt und 
die Lösung dann wieder in das erste Feld überträgt Wir 
geben für beide Arten der Anwendung je ein Beispiel. 

Ein sehr bekannter Satz der projektiven Geometrie 
lautet: Ist einem Dreieck ein Kegelschnitt einbeschrieben 
und verbindet man die auf den Dreiecksseiten gelegenen 



/ 
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»erühningspunkte desselben mit den gegenüberliegenden 
jcken, so gehen diese drei Verbindungslinien durch einen 
^unkt. Transformiert man diese Figur quadratisch in eine 
weite Ebene^ indem man das gegebene Dreieck als F.-Dreieck 
inführt, so geht der Kegelschnitt in eine Kurve vierter Ord- 
lung der andern Ebene über, welche in den drei F.-Punkten 
Lieser Ebene Spitzen hat (6.). Die drei Linien nach den 
Berührungspunkten des Kegelschnittes gehen über in die 
Lrei Tangenten in diesen Spitzen (4.), also müssen auch diese 
ich in einem Punkte begegnen. Dieser Satz gUt aber dann 
:ür jede Kurve dieser Art. Denn liegt irgend eine Kurve 
derter Ordnung mit drei Spitzen vor, so wählen wir das 
Dreieck der Spitzen als F. -Dreieck einer quadratischen 
Transformation. Die entsprechende Kurve im andern Feld 
st ein Kegelschnitt; der dem F. -Dreieck dieser Ebene 
sinbeschrieben sein muß. Also gilt wieder die obige Schluß- 
Folgerung. Wir haben damit allgemein den Satz gefunden, 
daß die drei Rückkehrtangenten einer dreispitzigen Kurve 
vierter Ordnung sich in einem Punkte begegnen. 

Zweitens möge es sich um die Aufgabe handeln, die 
Zahl der Kegelschnitte zu ermitteln, welche durch drei 
gegebene Punkte gehen und zwei Gerade g und h be- 
rühren. Wir verlegen wieder die F.-Punkte einer quadra- 
tischen Transformation in die drei gegebenen Punkte. Die 
Geraden g und h gehen sodann in zwei Kegelschnitte K^ 
und Kk des andern Feldes über. Denken wir uns irgend 
einen Kegelschnitt gefunden, der durch die drei Punkte geht 
und g und h berührt, so muß ihm in der andern Ebene offenbar 
eine Gerade entsprechen, welche jKJ und Kh berührt, und anderer- 
seits muß jede gemeinsame Tangente von K^ und Ki, in 
einen Kegelschnitt übergeführt werden, der den genannten Be- 
dingungen genügt. Folglich gibt es vier Kegelschnitte, welche 
durch drei Punkte gehen und zwei Gerade berühren. 

§ 4. Die quadratische Transformation In allgenoieiner 

Darstellung. 

Verallgemeinerung der bisherigen Resultate. 

11. Die im bisherigen durchgeführte Abbildung zweier 
Ebenen aufeinander zeichnete sich durch zwei Eigenschaften 
aus: erstens durch die im allgemeinen in beiderlei Sinn ein- 
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deutige ZaordDiing der Punkte and zweitens dadurch, dx 
einer beliebigen Geraden der einen Ebene in der andern ä 
Kegelschnitt entsprach. Der letztem Eigenschaft ^wege 
nannten wir die Transformation eine quadratische. £& i? 
leicht, quadratische Transformationen anzugeben, welche di& 
Eigenschaft der Eiindeutigkeit nur in einem Sinne be8it2€i 
Bestehen z. B. zwischen den Koordinaten X{ und rr/ (k 
Punkte P imd P^ zweier Ebenen e und e' die Beziehung^ 

so ordnen diese zwar jedem Punkte P oder ov eine: 
Punkt P^ oder xi zu, die inversen Gleichungen jedoch 

(2) ^i:^:^8 = ±^y^:±y}^2±7y^' 

bestimmen unter Berücksichtigung aller möglichen Koit 
binationen der Vorzeichen der Quadratwurzeln zu jeden 
Punkte P' der Ebene c' vier zugehörige Punkte in der 
Ebene e. Diese quadratische Transformation ist also ein- 
vierdeutig. Allgemein können wir setzen: 

[o) X^ l X2 l X^ = JL^ l JL2 l -&.g , 

WO die X4 ganze, homogene Funktionen zweiten Grades ii 
den Koordinaten x^, x^^ x^ sein mögen. Irgend einer Ge 
raden a^ der Ebene e% deren Gleichung 

ä'^ a^Xi + 02X2 + a^xi^ 

sein möge, entspricht vermöge dieser Transformation der 
Kegelschnitt Ka', dessen Gleichung 

Ebenso erhalten wir zu einer zweiten Geraden y den 
Kegelschnitt 

Dem Schnittpunkte P' der Geraden a' und V sind also 

die vier Schnittpunkte zuzuordnen, welche £^ und E^ liefern 
werden. Man erkennt nun auch die Bedingung, unter welcher 
die Beziehung dem Punkte P^ bloß einen Punkt in e zu- 
weist: es müssen dann von den vier Schnittpunkten der 
obigen Kegelschnitte drei überhaupt fest sein, während bloB 
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einer noch beweglich ist Dies tritt aber sicher ein, wenn 
die Kegelschnitte 

(4) Xi=0, Z, = 0, JJ«-0 

selbst drei feste Punkte gemein haben. Denn durch jeden 
diesen drei Kurven gemeinsamen Pmikt gehen alle Kurven 
des Netzes 

(5) of Xi + aiX^ + aiX^ = 0] 

für ganz beliebige Werte der o/ hindurch. Diese drei ge- 
meinsamen Schnittpunkte der Kegelschnitte (4) können wir 
aber^ vorausgesetzt, daß sie alle drei reell existieren, als 
Ecken des Koordinatensystems wählen , und das aus den 
Kegelschnitten (4) gebildete Netz nimmt dann die Form an 

(6) Aix^x^+Aix^x^ + AiXj^x^^O. 

Dieses nun läßt sich durch eine Substitution von der Form 

xlix^ix^^ ax^x^ : hx^ x^ : cx^ x^ 

auf das System der Geraden von e' beziehen. Das sfaid 
aber die Formeln von 2.^ aus denen durch ümkehrung 
die entsprechenden für x^, x^y x^ folgen. Es hat sich also 
ergeben: 

Sieht man von der Möglichkeit ab, daß die 
F.-Punkte auch paarweise imaginär sein können, so 
stellt die in § 1 dargestellte Beziehung die all- 
gemeinste^ ein-eindeutige oder birationale 
quadratische Transformation zweier Ebenen vor. 

Spricht man ohne weiteren Zusatz von einer ^^quadra- 
tischen Transformation'^^ so versteht man darunter gewöhn- 
lich eben diese ein-eindeutig umkehrbare Beziehung. 

Darstellung durch zwei bilineare Gleichungen. 

12. Gehen wir aus von den zwei in x und xi linearen 
Gleichungen 

(«11 ^ +«1« ^2 +«18 ^s) ^i+Kl ^ +0^2 ^ +ÖSI8 ^s) ^ 
.^. . +(a81^+«82^«+«88^)^8'=0 

(&11 a^l+6l2 ^+^18 ^s) ^l + (&21.^ + &23 ^2+*28 ^) ^ 

+ (*81 ^1 + ^82 ^+*88^)«8'=0, 
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die wir kfiizer sdbieiben 

A^xi + A^xi + A^xi^O 
B,xi + B,xi + B,xi = 0, 



(7a) 
wobei also 



{ 



B4 = 6rfi Xi + h4%X2 + 142 Xz y 



80 liefern dieselben zu jedem Wertsystem X4 ein bestinimte: 
System xi, nämlich 

(8) xiixiixi'^A^Bs'-Ä^B^iA^B^—Ä^B^iA^B^—A^By 

Ordnen wir die Oleichongen (7) nach den X4f so ei^bec 
sich ganz ähnliche Formeln, welche za jedem Punkte sei eine 
zugehörigen Punkt X4 bestinunen. Setzen wir weiter 

Xi = ÄfB^ — ÄgBi 

X^ '= Ä^Bi — Ä^ J?3 

Xg = Ä^B^ — At^i f ' 

so geben diese quadratischen Ausdrücke in den Xi je = '. 
gesetzt drei Kegelschnitte^ von denen man erkennt, daß sit 
drei Punkte gemein haben. Denn die Gleichungen diese 
Kegelschnitte können wir auch so schreiben 

B2 jBs ' ^1 ^8 ' ^2 -ßt 

Denken wir uns aber einen Schnittpunkt der beiden ersten 
Kegelschnitte gefunden, so nimmt für die Koordinaten dieses 
Punktes der Quotient ä^/Bq in den beiden ersten Gleichungec 
den gleichen Wert an, also folgt aus diesen GleichuDgen die 
dritte, d. h. der genannte Schnittpunkt liegt auch auf dem 
dritten Kegelschnitte. Nur für den Schnittpunkt ^3 = 0, 
B^ = ist dieser Schluß unzulässig. Denn für ihn wird der 
genannte Quotient unbestimmt, und die dritte Gleichuog folgt 
nicht mehr aus den beiden ersten. Demnach geben die Glei- 
chungen (8) nach 11. die ein-eindeutige quadratische Trans- 
formation, und da hier über die Realität der Schnittpunkte 
der Kegelschnitte des Netzes nichts vorausgesetzt wird, so 
ist diese Bestimmung der Transformation durch zwei bilineare 
Gleichungen ganz allgemeiner Natur [Magnus (1, 4)]. 
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Zusatz 1. Wir können diese Betrachtung benutsen, 
um die Darstellung einer quadratischen Transformation in 
lechtwiDkligen Koordinaten zu gewinnen. Den Übergang 
VOD homogenen zu schiefwinkligen Koordinaten bewerk- 
stelligen wir (6. T, I, 24), indem wir — und "^ durch z 

. y ersetzen. Wir erhalten dann aus (7) 

f («11 ^ + «12 y + «18)^'+ («81 « + a„y + 0,3)/ 

+ («81^ + «82y + «88) = 

(611 ^ + 612 y + 6i8)^'+ (&21 ^ + 622^ + ^8) y' 

+ (&81 « + 6^2 y + 6^8) = 



(9) 



und hieraus 






y = 






wo die J^ und f^^ jetzt in den schiefwinkligen Koordinaten x, y 
geschrieben sind. 

Zusatz 2. Treffen wir die speziellen Annahmen: 

«21 — «22 = «28 = 

*ii = ^2 = 613 = 

621 = Oll , ^2 =■ «12 ^ ^28 = «18 9 

80 gewinnen wir aus (9) die Gleichungen 

«21 ^ + «22 y + «28 



(10) 



X = — 



y'=-^ 
l^ «11 



Oll a; + Oij y + Ois 
^ + ^^2 y + ^8 



^ + «i2y + «i8' 

welche eine Kollineation vorstellen. Wie geometrisch der 
Übergang von einer quadratischen zu einer kollinearen Be- 
siehung möglich wird, zeigt die synthetische Erzeugung der 
quadratischen Transformation (1.). Um eine Kollineation zu 
erhalten, haben wir nämlich nur notig, in der projektiven 
Beziehung der Strahlenbüschel A^ , B[ und der Strahlen- 
büschel A^ , B^ jedesmal dem Yerbindungsstrahl A^A^ den 
Yerhindangs8imbl B^Bi zuzuordnen. 
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Erzeugung durch zwei Korrelationen. 

13. Die Darstellung einer quadratischen Transformation 
durch die zwei bilinearen Gleichungen (7) ist noch einer 
andern Deutung fähig: Irgend einem Punkte Xi oder P 
ordneten wir den Schnittpunkt xi oder P' der Geraden p' 
und q' zu, welche durch die Gleichungen (7) bzw. diü> 
gestellt werden. Bezeichnen wir die Koordinaten dieser 
Geraden bzw. mit |/, riiy so gelten die Beziehungen: 

Q fl = «11 i^l + «12 ^3 + «18 ^ f^Vi = hl ^1 +ht^+ hz^ 
Ö ^2 *= «21 ^ + «22 ^2 + «28 ^ /^ ^2 = hl ^1 + *22 ^2 + ^28^ 
0^8 = «81^1 +«82^2 +«88^8 I^Vi = hl^l +&82^2+^88^' 

Jede dieser Gruppen stellt aber eine Korrelation vor. 
Die Ebene e ist also in doppelter Weise reziprok auf die 
Ebene e' bezogen; auch umgekehrt entsprechen jedem Punkte 
von £^ zwei Gerade bzw. deren Schnittpunkt in £. Die qua- 
dratische Transformation entsteht dadurch, daß man jedem 
Punkte der einen Ebene den Schnittpunkt der beiden ihm ent- 
sprechenden Geraden der andern Ebene zuordnet \Reje (14)]. 
Bezeichnen wir die Punkte der Geraden p% welche in 
einer Korrelation dem Punkte P entspricht, als konjugiert 
zu Py so sind die entsprechenden Punkte der quadratischen 
Transformation konjugiert in den beiden Korrelationen^ und 
wir können das obige Kesultat auch wie folgt ausdrücken: 

Bezieht man zwei Ebenen in doppelter Weise 
reziprok aufeinander, so bilden die in beiden Kor- 
relationen einander konjugierten Punkte eine qua- 
dratische Transformation. 

Wählen wir als eine der beiden Korrelationen eine aus- 
geartete (vgl. G. T. I. 8. 124, 255), welche sich wie folgt er- 
gibt. In den beiden Ebenen e und e^ werden zwei projektive 
Strahlenbüschel 8 und /S' angenommen. Irgend ein Punkt P 
bestinmit dann mit 8 verbunden einen Strahl, und den ihm 
im Büschel 8' zugewiesenen Strahl p^ ordnen wir dem Punkte P 
zu. Dem Punkte 8 entspricht jeder Strahl von e^ und analog 
dem Punkte 8' jeder Strahl von e. Daraus folgt aber ohne 
weiteres die Kichtigkeit folgender bemerkenswerten, von 
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Aschieri (18) direkt abgeleiteten Erzeugungder quadratischen 
YerwandtBchaft: 

^Jn den beiden Ebenen e und e* sind zwei projektive 
Strahlenbüschel 8 and S^ gegeben; außerdem besteht zwischen 
beiden Ebenen eine reziproke Beziehung. Irgend ein Punkt P 
liefert mit 8 verbunden einen Strahl p , dem im Büschel S^ 
ein gewisser Strahl p^ entspricht. Die reziproke Beziehung 
dagegen ordnet dem Punkte P einen gewissen Strahl p^ zu. 
Schneiden sich p^ undjp^ in P', so besteht zwischen P und P' 
me allgemeine quadratische Verwandtschaft^' 

Die F.-Systeme in den beiden Feldern auf Grund dieser 
Erzeugung abzuleiten, bietet keine Schwierigkeiten. Weiter 
läßt sich aber diese Betrachtung, wie später zu zeigen sein 
wird, auch direkt auf den Raum übertragen. 

Bestimmung einer quadratischen Transformation. 

14« Eine Korrelation, z. B. die durch die erste der 
Gleichungen (7) gegebene, enthalt neun homogene, also acht 
wesentliche Konstante. Ist irgend ein Paar konjugierter 
Punkte Xi, xi gegeben, so liefert es durch Einsetzen der 
Werte eine Beziehung zwischen den Konstanten der Kor- 
relation. Es folgt daraus: 

Eine reziproke Beziehung ist durch acht Paare 
konjugierter Punkte gerade und eindeutig bestinmit. 

Denn wir erhalten dann acht lineare Gleichungen zur 
Berechnung der acht unbekannten Koeffizienten a,» . — Ver- 
einigen sich in zwei Paaren konjugierter Punkte zwei Punkte 
der gleichen Ebene, so daß also z. B. einem Punkte P von e 
die Punkte P' und P' von e' konjugiert sein sollen, so ist 
die Verbindungslinie P'P' die dem Punkte P entsprechende 
Oerade. An Stelle zweier Paare konjugierter Punkte kann 
also auch die Angabe eines Punktes und der ihm entsprechen- 
den Geraden treten. Im speziellsten Falle wird mithin eine 
Korrelation durch vier Punkte im einen und vier Gerade 
im andern Feld festgelegt. (G. T. I. 76.) 

Für die quadratische Verwandtschaft beweisen wir jetzt 
folgenden Satz: 

Durch sieben Paare entsprechender Punkte ist 
eine quadratische Transformation eindeutig V^^^^soc^. 
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Denken wir uns in die erste der Oleichongen (7) ät 
Koordinaten eines Paares konjugierter Punkte eingesetst um 
sie auf die Form gebracht 



(11) 



{ 






so sind dabei die Konstanten A, B, . . .f J in einfacher 
Weise aus den Koordinaten des gegebenen Punktpaaic: 
zusammengesetzt. Kennt man sieben Paare konjagiertei 
Punkte, so kann man also sieben Gleichungen wie (11) an- 
setzen und aus diesem linearen System die sieben Eloeff- 
zienten fhif " •* ^i ^^^ linken Seite als Funktionen de: 
rechts stehenden bestimmen. Die Auflösung mittels Deter- 
minanten läßt sofort erkennen, in welcher Form sich dies? 
Koeffizienten darstellen: Es ist z. B. 

Oll =ia82 +-3fa88 

Setzt man diese Werte«in die erste der Gleichungen (7) ein 
so ergibt sich eine Relation: 

(12) 082-^2 + «88-88=0. 

Dabei sind iZg = und R^ = bilineare Gleichungen, 
welche also je eine Korrelation vorstellen. Die g^ebenen 
sieben Punktpaare sind konjugiert in jeder dieser beiden 
Korrelationen. Andrerseits haben aber diese beiden rezi- 
proken Beziehungen unendlich viele konjugierte Punktpaare 
gemein, welche nach 13. eine quadratische Verwandtschaft 
bilden. Für irgendwelche Werte von Og, und 0,3 gibt femer 
die Gleichung (12) eine reziproke Beziehung, welche diese 
quadratische Verwandtschaft ebenfalls als System konjugierter 
Punkte enthält. Es ist also in der Tat durch die sieben 
Punktpaare eine quadratische Transformation bestimmt. 
Weiter erkennt man aber leicht, daß es nur eine solche 
quadratische Transformation geben kann. Denn angenommen^ 
es gäbe noch eine zweite derartige Verwandtschaft mit den 
sieben gegebenen Paaren als entsprechenden Punkten, so 
würde einem Punkte X in der ersten quadratischen Be- 
ziehung ein Punkt X% in der zweiten ein Punkt X" ent- 
e(prechen. Dann wären aber X, X' und X, X" konjugierte 



— I 
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Punktpaare in beiden Beziprozitaten iZ, = mid JRs = ; 
düLese hätten neun Punktpaare gemein, müßten also identisch 
sein^ was nicht möglich ist Wir haben demnach gefunden: 

Es gibt unendlich viele Korrelationen, welche 
sieben gegebene Punktpaare als konjugierte ent- 
halten, und irgend zwei dieser Korrelationen be- 
stimmen in den für beide gemeinsam koniuirierten 
Ponktpaaren die gleiche qoai&tische Transf omation. 

16. Vereinigen sich zwei Punkte zweier Paare, so daß 
also z. B. dem Punkte P die Punkte P' und P' entsprechen, 
so muß P ein F.-Punkt der einen Ebene und die Verbindungs- 
linie PP' eine F.-Gerade der andern Ebene sein. Die An- 
gabe eines F.-Punktes und der entsprechenden F.-Iinie 
in einer quadratischen Transformation zählt also für zwei 
Paare entsprechender Punkte. 

Man kann demnach eine quadratische Verwandtschaft 
in folgender Weise bestimmen: 

a) durch sieben Paare entsprechender Punkte; 

b) durch einen F.-Punkt, seine entsprechende F.-Linie 
und fünf Paare entsprechender Punkte; 

c) durch zwei F.-Punkte, ihre entsprechenden F.-Linien 
und drei Paare entsprechender Punkte; 

d) durch die drei F.-Punkte, die drei entsprechenden 
F.-Linien und ein Paar entsprechender Punkte. 

Die zuletzt erwähnte Art der Bestimmung bildete früher 

[ (2.) den Ausgangspunkt unserer Betrachtung. Es mag hier 

. auch noch bemerkt werden, daß die F.-Punkte in beiden 

Ebenen entweder alle drei reell sind oder paarweise kon- 

\ jugiert imaginär. Einem reellen F.-Punkte ist stets wieder 

ein reeller F.-Punkt zugeordnet Denn dem Strahlenbüschel 

reeller Geraden, welches ein reeller F.-Punkt trägt, muß 

wieder ein solcher Strahlenbüschel entsprechen. Ein ima- 

\ ginärer F.-Punkt enthält aber nur eine reelle, durch ihn 

hindurchgehende Gerade. 

Zusatz. Bestimmen wir im Falle a) ganz allgemein 
die quadratische Transformation durch sieben Paare ent- 
sprechender Punkte und denken wir uns zwei zugeordnete 
F.-Punkte, z. B. A^ imd P( gefunden, so ist der Strahlen- 
I büschel Äi dem Strahlenbüschel B^ projektiv, und den sieben 
\ Strahlen von A^ nach den gegebenen sieben Punkten des 
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einen Feldes entsprechen die sieben Strahlen von Bl nach 
den sieben Punkten des zweiten Feldes. Es gibt also 
höchstens drei Punkte in jeder Ebene von der Eigenschaft^ 
daß zwei gegebene Gruppen von je sieben Punkten aus 
ihnen durch projektive Strahlenbüschel projiziert werden. 
Über die Konstruktion dieser Punkte und die damit zu- 
sammenhangenden Probleme hat Sturm (15) weitere Unter- 
suchungen angestellt. 

§ 5. Die Transformationen mit znsammen&llenden 

F.-Pnnkten. 

Die Transformation mit zwei zusammenfallenden 

F.-Punkten. 

16. Es kann auch vorkommen, daß von den drei F.- 
Punkten, die bei einer quadratischen Transformation in jedem 
der beiden Felder auftreten, zwei zusammenrücken oder daS 
alle drei sich vereinigen. Diese Verwandtschaften erhalten 




Fig. 16a. Fig. 16b. 

wir, wenn wir bei der Bestimmung der projektiven Strahlen- 
büschel ÄifBlfA^fBi statt der allgemeinen Annahmen von 
1. bestimmte speziellere machen. Geben wir uns wieder die 
Punkte ^1 , J^ in der Ebene fi (Fig. 16 a) und B/, Bi' in fi' (Fig. 16b) 
beliebig und ordnen wir in den Strahlenbüscheln Ai , Bl dem 
Strahle Ä1A2 oder x den Strahl BlBi oder a?', ferner einem 
Strahle u den Strahl u' zu, werden weiter in den Büscheln A^ 
und B2 die Strahlen y^Vyg der Figur den Strahlen y\ 
v'j z' zugeordnet, so ist die projektive Beziehung der letzt- 
genannten Büschel dadurch bestimmt. In den Büscheln A^ 
md JS( dagegen dürfen wir noch, erneu Strahl w und den 
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ugeordneten w' beliebig annehmen. Nun sind wir wieder 
anz wie früher imstande, zu jedem Punkte des einen Feldes 
Inen Punkt im andern zu konstruieren, aber wir übersehen 
lieh sofort, daß die früher (S. 2) mit ^3 und JB3 bezeichneten 
^ unkte jetzt mit ^ bew. £!^ zusammenfallen. 

Um die Formeln für diese Transformationen abzuleiten, 
»ringen wir noch w und z in X3 sowie w' und y' in Y3 
:um Schnitt und benutzen A^A^X^ bzw. B^B^Y^ als Ko- 
)rdinatendreiecke, wobei Xg und YJ jetzt weder singulare noch 
entsprechende Punkte sind. Bestimmt man dann ganz wie 
n 2. für jede der beiden projektiven Beziehungen die zu- 
gehörige bilineare Relation und eliminiert die Parameter^ so 
erhält man leicht: 

and daraus 

X\ • X^ * wl>3 ^^ tv Cr * «Z^ • C X% SCa IOC X\ Xq • 

Beide Gruppen von Gleichungen lassen das gleiche Bildungs- 
gesetz erkennen. 

.Geometrisch oder unter Benutzung dieser Formeln zeigt 
man, daß einer beliebigen Geraden^ z. B. im Felde e^ ein 
Xegelschnitt in c' entspricht; welcher durch Bi und Bi geht, 
im letztem Punkte aber überdies die Gerade Bi Yi berührt 
Die Punkte A^ und A^ sind die F.-Punkte der Ebene e, 
B[ und-jBs ^^^ ^^^ ^^ } ^^^ ^^^ kann sagen, daß der dritte 
F.-Punkt A^ unendlich nahe an A^ herangerückt ist auf der 
Geraden A^ Xg , während B^ auf B^ Yi zu Bi benachbart liegt. 
Dem Punkte Ai bzw. den durch ihn gehenden Rich- 
tungen entsprechen, wie im allgemeinen Falle, projektiv die 
einzehien Punkte von BiYi und analog verhalten sich Bi 
und A^Xq. Dagegen entspricht jeder Richtung durch A^ 
jetzt eine Richtung durch Bi (3.). Eine Ausnahme macht 
bloß die F.-Gerade A^X^; dieser Richtung entsprechen alle 
Punkte von B^Bi und ebenso der Richtung BiYi die 
Punkte von A^A^. 

Irgend eine Kurve »-ter Ordnung von e in allgemeiner 
Lagenbeziehung in bezug auf das P.-System geht durch 
diese Transformation in eine Kurve von der Ordnung 2n 
über, die Bi und J8J je zu »-fachen Punkten hat, aber die 
n Tangenten im letztem fallen sämtlich mit BiYi zusammen. 
Die Singularität in Bi kann entstanden gedacht werden aus 
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der YereiniguDg von zwei gewöhnlichen n^fachen Punkten« 
Wählt man z. B. einen Kegelschnitt 

so geht derselbe für a = 6 =- c = 1 über in die Korve vierter 
Ordnung 

«11^8* + 022«^!*^^ + «88^1*^8* + 2(1^2^1^^* 

und diese hat in Bi oder ^ = , xi = einen gewohnliohea 
Doppelpunkt, wahrend Bi oder a?( » , ^ = ein sogenanntar 
,,B6i^^^i*ui^gsl^iioten'^ ist Die Kurve besitzt in ihm eine 
Selbstberührungy d. h. zwei Aste derselben berühren sich, 
von außen oder innen. Durch das Zusammenrücken zweier 
Doppelpunkte läßt sich die Entstehung dieser Singularität 
sehr gut veranschaulichen. 

Um endlich diese Transfonnation auch in rechtwinklige.^ 
Koordinaten darzustellen, setzen wir 

in der Ebene e: x = — , y = -^ , 

in der Ebene c': x'= —, , y'= ~ 
und erhalten die eiufachen Gleichungen: 

X ^^ X f 

y = a? y. 

Das ist die Transformation, welche Noether (17, 21) haupt^ 
sächlich zur Auflösung von Kurvensingularitäten verwendet* 

Die Transformation mit drei zusammenfallenden 

F.-Punkten. 

17, Um die Transformation mit drei vereinigten F.- 
Punkten geometrisch herzuleiten, müssen wir, da in diesem 
Falle nur ein Paar entsprechender Strahlenbüschel vorhanden 
ist, etwas anders verfahren. Es seien X^ X^ X.^ und Y[ Y^ Y^ 
die beiden Koordinatendreiecke in den Ebenen e und e\ 
Die Punkte X^ und Z( mögen projektive Strahlenbüschel 
tragen in der Art, daß den ätta&\e\i X^^^^ xss^d X^X^ die 
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prahlen TiY^ und Y^Y^ entsprechen. Dem Punkte X^ 
i der Punkt Y^ zugewiesen und wir ordnen nun dem 
brahlenbüschel X^ ein Kegelschnittbüschel durch Y^ zu, 
as in Yi drei vereinigte Grundpimkte hat, dessen Kegel- 
^hnitte sich also sämüich in Yl oskulieren. Ein Beispiel 
ir ein solches Büschel liefert uns die G. T. L 143. S. 246 
ehandelte Aufgabci in der wir nur den Punkt B variieren 
11 lassen brauchen, um ein System von Kegelschnitten zu 
rhalten, welche alle den gegebenen Kreis in Ä oskulieren. 
V^ird nun der Strahlenbüschel X^ projektiv auf diesen Kegel- 
chnittbüschel bezogen, so liefert jeder Punkt P der Ebene e 
i einen Strahl nach X^ und X^ . Dem ersten entspricht 
1 €^ ein Strahl durch I^, dem zweiten ein Kegelschnitt 
[ieses Büschels und beide schneiden sich außer in Yl im 
ntsprechenden Punkte P'. 

Die rechnerische Durchführung bietet keine Schwierig- 
keiten. Die Seite F^ Yg oder 0:2 = sei die gemeinsame 
Tangente aller Kegelschnitte des Büschels. Dieselben er- 
jcheinen, da sie durch Yi oder a;f = 0, xi = hindurch- 
xehen, in der Form 

Ein zweiter Kegelschnitt sei 

«33^3* + "^(^23^2^3 + 2 al^X^X^ = . 

Eliminieren wur aus beiden Gleichungen das Glied mit x^^y 
so erhalten wir in x^^O und 

{<hfi «33 — «23 «83) ^3 + («12 «33 — «12 «Ss) ^1 = 

ein Geradenpaar, das durch die vier Schnittpunkte der 
beiden Kegelschnitte hindurchgeht. Soll in Y[ ein dritter 
Schnittpunkt gelegen sein, so muß die obige Gerade durch 
Y[ gehen, d. h. x^ = Q werden, folglich hat man 

«12 «33 — «12 «88 '^^ ^ 

oder 

Ogg = —m »12 ; «33 = —»»«12 . 

Die Gleichung des Kegelschnittbuscheis wird dann 

«28 ^2^3 + «12 (^1^2 — WI,^Z^) = 

der 

ic^x^ + M{x[x^ — mx^) = , 

Doehlemann, Geometrische Transfoinnationen. H. 3 
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m ist dabei unveränderlich, M aber der variabele Parametei 
Dieser Kegelschnittbfischcl wird nun projektiv auf dei 
Strahlenbäschel 

Xi — Ax^ = 



bezogen, wobei zu beachten, daß dem Strahle rt^g = au« 
xi = entsprechen muß, d. h. es soll für A = oo M=^ 
werden. Ordnen wir weiter dem Strahle Xi =0 den Kegel 
schnitt xia^ — mxi^ = zu, so heißt dies: ^1=0 und jlf= 
sind zusammengehörige Werte. Die bilineare Gleichoo^ 
zwischen A und M hat demnach die Form 

c 

Wird andrerseits die projektive Beziehung der Büschel 
x^ — kXg =- und xi — jbLX^ = in der Form 

/i c 

dai^estellt, so erhalten wir die Formeln: 

Xi : Xa : x^ ^= u [x^ x*^ ~~~ fi^ x^ ) • ^ x^ i c x*^ x^ 

und daraus 

x[i x^ix^^ hic^x^x^ + mahx^ : ac^a^^ : ahcx^x^ . 

Dies sind, abgesehen von den Konstanten a^ b, c, welche 
= 1 gesetzt werden können, ganz die nämlichen Formeln. 
Wir erkennen daraus, daß die drei F.-Punkte einer jeden 
Ebene sich bzw. in X^ und Yl vereinigt haben und daß 
:r2 =» und o:^ = die gemeinsamen Tangenten der oskulieren- 
den Kegelschnitte sind, welche dem Netze der Geraden ^ 
bzw. im andern Felde entsprechen. Die Richtungen durch 
Xi und Yl entsprechen sich; aber jedem Punkte vona^=0 
entspricht die Sichtung :z:2 = durch Y^ und analog wird 
jedem Punkte von xi = der auf x^ = zu X^ unendlich 
benachbarte Punkt zugeordnet. Eine beliebige Kurve it^ter 
Ordnung in e geht in eine solche (2n)-ter Ordnung über, 
welche in Yi einen n-fachen Punkt besonderer Art hat, in- 
sofern seine n Tangenten mit xi=^0 sich vereinigt haben. 
Derselbe kann entstanden gedacht werden aus der Vereinigung 
dreier gewöbDlicben n-fachen Punkte, 
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Betrachten wir beispielsweise einen Kegelschnitt 

«11 a;? + a,2 ^1 + «38 äH- 2 «12 a?! iCa + ... ^0, 

) geht derselbe für a = ft = c = 1 über in die Kurve vierter 
Ordnung 

+ 2aiQxixi{xixi — mx^^) + 2023^2*^3 = . 

>ie8e Kurve hat in x^^O, xi = einen sogenannten 
)skulationsknoten, in dem sich zwei Aste der Kurve 
skulieren. Derselbe entsteht aus der Vereinigung von drei 
;ewöhnlichen Knoten- oder Doppelpunkten. 

Wie man also die allgemeine rationale Kurve vierter 
>rdnung mit drei Doppelpunkten untersuchen kann, indem 
aan sie aus einem Kegelschnitt durch eine allgemeine 
[uadratische Transformation herleitet, so steht es uns frei, 
LUch die soeben erwähnten rationalen Kurven vierter Ord- 
lung besonderer Art als Transformierte eines Kegelschnittes 
SU betrachten, sofern wir nur eine der speziellem quadra- 
tischen Transformationen benutzen. 

§ 6. Steiners räumlielie Erzeagnng einer qnadratiselien 
Transformation.^ QnadratiselieTerwandtscliaft beliebiger 

Grundgebilde zweiter Stufe. 

Quadratisch verwandte Ebenen als Schnitte einer 

linearen Strahlenkongruenz. 

18. Sind zwei Gerade a und h beliebig im Räume 
gegeben, so bilden alle Geraden, welche gleichzeitig a und b 
treffen, ein Strahlensystem oder eine Kongruenz erster Ord- 
nung und erster Klasse, d. h. durch irgend einen Punkt P 
des Raumes geht ein Strahl desselben, die Schnittlinie der 
Ebenen (Pä) und {Pb) und in jeder Ebene n liegt von ihm ein 
Strahl, die Verbindungslinie der Schnittpunkte {na) und (nb). 
Schneiden wir diese „lineare|Strahlenkongruenz" mit irgend zwei 
Ebenen e und ß' und ordnen jedem Punkte P der einen Ebene 
denjenigen Punkt P' der andern Ebene c' zu^ in welchem sie 
von dem durch P gehenden Strahl des genannten Strahlen- 
systems getroffen wird, so ist die dadurch hergestellte Ver- 
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wandtscbaft der beiden Ebenen im wesentlichen identisch 
mit der von uns betrachteten birationalen, quadratischen 
Transformation. Das ist rein stereometrisch in folgender 
Weise zu erkennen: Ziehen wir in der einen Ebene, etwa 
in € , irgend eine Gerade g . Alle Geraden, welche a und h 
sowie g treffen, bilden nun aber eine Regelschar zweiter 
Ordnung, welche aus der Ebene e^ einen Kegelschnitt aus- 
schneidet, dessen Pimkte denen von g entsprechen. Damil^ 
ist bereits der quadratische Charakter dieser eindeutigen Trans* 
formation nachgewiesen. Die F.-Punkte in jeder Ebene er^ 
geben sich wie folgt: Die Geraden a und b treffen die 




Fig. 17. 

Ebenen e und e' bzw. in den Punkten A^, B[y -4, , B'i 
(Fig. 17); die Schnittlinie s der beiden Ebenen liefert mit 
der Verbindungslinie Ä^A^ ^^^ Schnittpunkt jBg, mit B[B'i 
den Schnittpunkt A^ . Dies sind die beiden F.-Systeme, die 
in der zur Erzeugung dienenden Konstruktion eine Aus- 
nahmestellung einnehmen. Zum Punkte A^ z. B. gehören 
alle Strahlen durch A^ in der Ebene {A^ h) ; . diese Ebene 
aber schneidet aus g' die ent<?prechende P.-Gerade B^B^ aus. 
Für den Punkt A^ aber ergibt sich als zugehöriger Strahl 
des Strahlensystems die Linie BiB^y welche ganz in c' liegt> 
so daß jeder ihrer Punkte als Schnittpunkt mit e^ aufgefaßt 
werden kann. 
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Fugen wir noch hinzu, daß die beiden Ebenen e und e' 
fflch in einer speziellen Lagenbeziehung befinden, oder mit 
andern Worten: irgend zwei quadratisch aufeinander bezogene 
Felder, gegeneinander irgendwie im Räume fixiert, erzeugen 
in den Verbindungslinien entsprechender Punkte natürlich 
kein Strahlensystem erster Ordnung und erster Klasse. Die 
besondere Art der gegenseitigen Orientierung der beiden 
Ebenen in unserm Falle besteht aber darin, daß A^ auf 
BiBif J?3 auf ÄiA^ gelegen ist und daß die Schnittlinie s 
der beiden Ebenen sich Punkt für Punkt selbst entspricht. 
[Steiner (2).J 

Beliebige Grundgebilde zweiter Stufe in 
quadratischer Verwandtschaft. 

19. Bisher haben wir uns auf die birationale, quadra- 
tische Verwandtschaft zwischen Punktfeldem beschrankt, 
iL nur Punktverwandtschaften untersucht. Ganz ebenso 
köoDen wir aber auch die Geraden zweier Ebenen in ein- 
eJDdeutige, quadratische Beziehung bringen, zu welchem Be- 
lufe wir einfach die bisherigen Betrachtungen und Kon- 
struktionen nach dem Dualitätsgesetz umzuformen hätten. 
Oder wir könnten auch dem Punkte in der einen Ebene 
eine Gerade in der andern entsprechen lassen, wodurch 
wir zu einer reziproken Beziehung höherer, d. h, zweiter 
Ordnung geführt würden. 

Es steht uns auch frei, zwei Strahlenbündcl S und S^ 
quadratisch aufeinander zu beziehen, indem wir z. B. die 
Strahlen derselben eindeutig einander zuordnen. Wir hätten 
dann in jedem Bündel drei Fundamentalstrahlen einzuführen, 
den Ebenen des einen Bündels entsprechen Kegelflächen 
zweiter Ordnung des zweiten durch die drei Hauptstrahlen usw. 
Um ein Beispiel für eine solche quadratische Strahlen- 
verwandtschaft zu erwähnen, seien auf einer Fläche zweiter 
Ordnung F^ zwei Punkte S und Si angenommen, und es soll 
jedem Strahl des einen Bündels derjenige des andern Bün- 
dels zugeordnet werden, welcher durch den zweiten Schnitt- 
punkt des ersten Strahles mit der Fläche F^ geht. Die 
dadurch definierte eindeutige Verwandtschaft ist eine quadra- 
tische. Denn irgend eine Ebene durch S schneidet aus- der 
Fläche F^ einen Kegelscbnitt aus und den SltaMLew m ^\fc^^x 
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Fig. 17. 

Ebenen e und e^ bzw. in den Punki , ; • 
(Fig. 17); die Schnittlinie s der beidei. 
der Verbindungslinie Äi A^ den Schnitt . 
den Schnittpunkt A^ . Dies sind die be 
in der zur Erzeugung dienenden Kon^i^^ 
nahmestellung einnehmen. Zum Punkte.-.-^ 
alle Strahlen durch A^ in der Ebene (.«^ 
aber schneidet aus e' die entsprechende F. ^ 
Für den Punkt A^ aber ergibt sich als «. 
des Strahlensystems die Lini^ ~ ~ ^^a^ 

so daß jeder ihrer Punkte 
werden kann. 
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gelegenen projektiven StrahleDbüscheL Ein Paar solcher 

n^eordneter F.-Pankte ist ja immer reelL Diese projektiven 

Stzahlenbüschel erzeugen einen Kegelschnitt Ki , der durch 

Äi und Bi geht. Entspricht ein Punkt der Ebene sich 

•dbst^ so liefert er^ mit Äi und Bi verbunden, entsprechende 

Strahlen der beiden Büschel. Die eventuellen Koinridenz- 

ponkte li^en demnach jedenfalls auf dem K^elschnitte K^ . 

rand auch die weiteren F.-Punkte A^ , Bi reell, so erzeugen 

die Strahlenbüschel in ihnen bzw. die Kegelschnitte K^ 

imd K^ und die drei Kegelschnitte Ki^ E^, K^ schneiden 

lieh in vier Punkten^ welche die einzigen Koinzidenzpunkte 

des Feldes sein müssen. 

Ist bloß der Kegelschnitt K^ reell vorhanden, so be- 
trachten wir ihn als zur Ebene e gehörig. Dann entspricht 
Sun in e' eine Kurve dritter Ordnung, welche in B^ einen 
Doppelpunkt hat^ während sie durch Bi und Bi noch je 
dn&ch hindurchgeht Die F.-Gerade B^Bi ist ausgeschieden. 
Diese Kurve dntter Ordnung hat mit K^ aufier Bi noch 
TOT Schnittpunkte gemein. Ist X einer derselben, so ent- 
qirechen sidi die Strahlen A^X und BiX in den projektiven 
Strahlenbüscheln. Der dem Punkte X entsprechende Punkt X' 
maß also auf dem Strahle BiX und auf der obengenannten 
Kurve dritter Ordnung gelegen sein. Da aber B^X außer 
im Doppelpunkte Bi bloß noch in X diese Kurve schneidet, 
80 kann X^ von X nicht verschieden sein. Daß diese Ko- 
inzidenzpunkte auch imaginär sein können^ braucht wohl 
kaum bemerkt zu werden. 

Im allgemeinen enthalt folglich eine quadratische Trans- 
formation vier Koinzidenzpunkte und durch diese gehen 
auch die drei Kegelschnitte hindurch, welche die projektiven 
Strahlenbüschel aus je zwei zugeordneten F.-Punkten er- 
zengen. Diese drei Kegelschnitte bilden demnach ein Büschel. 

Ein Kegelschnitt als Koinzidenzkurve. 

21. Diese Betrachtungen können wir nun auch weiter 
verwenden, um zu zeigen, daß ein Kegelschnitt als Koinzi- 
denzkurve auftreten kann; dies findet nämlich dann statt, wenn 
zwei dieser Kegelschnitte, z. B. Ä^ und JS^, zusammen- 
faüen. Damit der Kegelschnitt überhaupt wieder in einen 
Kegelschnitt übergeht, muß er zwei von den F.-P\inktÄn 
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einer jeden Ebene enthalten. Wählen wir dementsprechend 
irgend einen Kegelschnitt Ki^s und auf ihm beliebig die 
Punkte Alf A^, Bif Bi (Fig. 18). JE^g benutzen wir, um 
die Büschel Ä^ und B^ einerseits^ A^ und Bi andrerseits 
projektiv aufeinander zu beziehen. Wird also ein Punkt JP 
beliebig angenommen^ so ziehen \vir die Verbindungslinien -4ijP 
und A2P. Nach den zweiten Schnittpunkten derselben mit 
K12 laufen von JB( bzw. B2 die entsprechenden Strahlen^ 
welche sich im entsprechenden Punkt P' begegnen. Jeder 




Fig. 18. 

Punkt von Äi,2 entspricht sich dann selbst. Die noch fehlen- 
den F.-Punkte Aq und B^ ergeben sich wie früher (1.), es 
entspricht nämlich 

dem Strahle J.^ ^2 ^^ Strahl des Büschels -4i der Strahl J5(-4^ , 

M y} -^2-^1 >f y9 9> 99 -^2 W 99 -^2-^1 • 

Polglich schneiden sich B^A^ und B^A^ in JB3. Weiter 
entspricht aber 

dem Strahle B[Bi als Strahl des Büschels B[ der Strahl A^B^y 

» » -^2-^1 99 99 99 99 -^2 99 99 -^ -öj . 

A1B2 und A^Bi liefern in ihrem Schnittpunkte mithin den 
F.-Punkt Aq y d. h. A^ fällt mit B^ zusammen. Ferner wird 
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auch jeder Strahl des Büschels A^ mit dem entsprechenden 
des Büschels Bi zusammenfallen, da ja die beiden Schnitt- 
punkte mit Ki^ sich selbst entsprechen. Der dritte Kegel- 
admitt JS^ bildet sich demnach nicht aus. Bezeichnen wir 
den Schnittpunkt von ÄiA^ und BiBi mit X, so verdient 
noch Ejrwabnung^ daß der Strahl A^X involutorisch in 
aich selbst übergeführt wird. Entspricht doch dem Punkte A^ 
oder Bi in beiden Systemen der Punkt X. Auf jeder 
andern Geraden g des Büschels A^ dagegen erhält man eine 
Projektivität; in derselben ist dem Punkte A^ bzw. Bi der 
Schnittpunkt von g mit BiB^ bzw. der mit Ai A^ zugeordnet, 
irShrend die Schnittpunkte von g mit iC^, natürlich als die 
Doppelpunkte der projektiven Beziehung erscheinen. 

Diese letztere Bemerkung gibt uns die Mittel an die 
Band, diese Verwandtschaft auch in dem Falle geometrisch 
verfolgen zu können^ wo A^^ A^^ B[j B^ imaginär sind. 
Die Verbindungslinien je zweier dieser Punkte bleiben ja 
leell. Geben wir uns dementsprechend einen Kegelschnitt K^^ 
imd zwei ihn nicht schneidende Gerade a und h. Die ima- 
rinären Schnittpunkte von a bzw. h mit K^^ seien die F.- 
Punkte A^ y A^ und £( , ^2 • Nach bekannten Methoden 
findet man den Punkt A^ , der mit B^ zusammenfällt. Auf 
jedem Strahl durch A^ ist dann die projektive Beziehung 
bestimmt, da wir außer den reellen oder imaginären Doppel- 
punkten auf X^2 j^ sogar zwei entsprechende Punkte kennen. 
£s kann also zu jedem Punkte P der entsprechende P^ 
ermittelt werden. 

Eine Gerade als Koinzidenzkurve. 

22. Statt die Büschel A^ y Bi und A2 , Bi durch einen 
Kegelschnitt projektiv aufeinander zu beziehen, können wir 
sie auch vermittels einer Geraden in Perspektive Be- 
ziehung bringen. Wir wählen also eine Gerade g beliebig, 
ebenso die Punkte A^y Bi, A^y Bi (Fig. 19). Ist irgend 
ein Punkt P angenommen, so verbinden wir ihn mit A^ 
und A^ . Durch die Schnittpunkte dieser Verbindungslinien 
mit g gehen die entsprechenden Strahlen nach j?( und B2, 
welche sich im entsprechenden Punkte P^ begegnen. Leicht 
erkennt man^ daß A^ der Schnittpunkt von BiB^ mit g und 
Bi der Schnittpunkt der gleichen Linie mit AiA^ . Die ganze 
Anordnung gleicht deijenigen, wie sie bei der ßteiiv^x^chi^n. 
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Fig. 19. 

Verwandtschaft (18.) in zwei verschiedenen Ebenen vor^ 
Die Verbindungslinien A^B[ und Ä^W^ gehen in sich sei 
über, ihr Schnittpunkt G ist ein isoliert gelegener Koinzide 
punkt. Die Linie g entspricht sich Punkt für Punkt sel^ 

Das involutorische Punktpaar. 

23. Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung der Prr 
ob zwei quadratisch verwandte Systeme in der gleichen £b' 
bei allgemeiner gegenseitiger Lage involutorisch sich e 
sprechende Punktpaare enthalten. Betrachten wir den Strahl* 
büschel in einem reellen F.-Punkte, etwa in A^ . Irgend ei 
Geraden g desselben entspricht eine Gerade g' des Strahl- 
büschels £(. Bechnen wir die erste Gerade zur Ebene 
und bezeichnen sie dementsprechend mit W so entspri^ 
ihr ein Kegelschnitt ^^ in e . Beschreibt g den Büschel ^ 
so durchläuft g' den Strahlenbüschel W^ und Kic einen K^ 
Schnittbüschel ^ dessen Grundpunkte A^y A^y A^ und < 
PiTr-' ^ ' J^ welch* letzterer dem Punkte A^ entspric 

'' der andern Ebene genommen wird. 1 
g' und der Kegelschnittbüschel Kic sind p 
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durch Bi entsprechen. Der gleichen Geraden flf ist, v^e* 
sie als W genommen wird, wiedemm g' als entsprechen ^ 
Gerade h zuzuordnen. Folglich liegt auf h auch e -j 
F.-Punkt Ak und auf W der zugeordnete JB*. Also mi 
entweder Äi und JB/ zusammenfallen oder es deckt sich ." • 
mit Bk und Au mit Bi . Wenn demnach überhaupt quadr 
tisch-involutorische Systeme möglich sein sollen, so könne' 
die beiden F.-Dreiecke sich nur in folgenden Lagenbeziehungc 
befinden: — 

a) Alle drei F.-Punkte fallen mit ihren zugeordnete 
zusammen, also 

-d-i ^=. Jji ; A^ ^= -Ö2 l -oLj ^= Jj^ . 

h) Einer der drei F.-Punkte fällt zusammen mit der 
ihm zugeordneten, während die beiden übrigen PsÄr« 
sich verkehrt decken^ also etwa J 

Ai ^E JD2 ', A^ ^ Bi y Aq ^= -O3 . 

Im ersten Falle (Fig. 20) hat die Lage der beidei 
F.-Dreiecke schon zur Folge, daß die Transformation eint 
involutorische wird. Denn konstruieren wir die Beziehung 
ganz wie in 1., indem wir zu einem Punkte P noch seinen 
entsprechenden P' beliebig geben, so entspricht nach dem 
Früheren 

dem Strahle A^A^ im Büschel J.^ der Strahl BiBi im Büschel Bi 
}} » B1B2 ff „ -Oj „ „ A^A^ jf „ Ai» 

Für dieses Strahlenpaar Hegt mithin ein involutorisches 
Entsprechen vor, so daß der ganze Strahlenbüschel A^ bzw. Bi 
involutorisch in sich selbst übergeht. Das gleiche gilt für 
den Strahlenbüschel A^ oder B^. Dann muß aber jeder 
Punkt involutorisch dem ihm zugeordDcten entsprechen, und 
auch der Punkt A^ oder JB3 trägt eine Strahleninvolution. ' 
Die vier Koinzidenzpunkte liegen je in Gruppen zu zweien - 
auf den Doppelstrahlenpaaren der drei Strahleninvolutionen 
(Fig. 20). 

Analytisch stellen wir diese Beziehung sehr einfach dar ^ 
durch die Gleichungen 

, , , a b c ^ 

u^l , j;2 • **"$ — • • y 

•*'l •*'l »«'S i 
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vobd sidft die je;- und «f auf das gleiohe Koordinaten- 
dreiedL A^A^A^ bexidieii. Für die Koordinaten der Ko- 
Bizideiizpimkte i*t*m^^^" wir durch die Annahme xl ^ Xi die 

YerfaShmsahlai ±fä, +/&, ±l[c. 

Folgende geometrische Konstruktion ergibt sich dann 
rmTn^irtjJliT foT dicsc Verwandtschaft: Gehen wir aus von 



u4,K 



ilS 




einem Dreieck A^A^A^ySO finden wir zu einem Punkte P den 
entsprechenden wie folgt: Wir verbinden P mit A^f Af, A^ 
und konstruieren zu diesen Strahlen je den vierten har- 
monischen in bezug auf die beiden durch die betreffende 
Ecke gehenden Dreiecksseiten. Dann schneiden sich diese 
drei Strahlen in einem Punkte P'^ und zwischen P und P^ 
besteht eine involutorisch-quadratische Beziehung. 

Eine andere Erzeugung der gleichen Verwandtschaft er- 
halten wir, wenn wir uns zwei Kegelschnitte £'und L b^i^-»^^*'- 
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in einer Ebene geben und jedem Punkte P den Schnittpunkt 
der beiden Polaren von P in bezug auf K und L zuordnen. 
P und P^ sind dann bekanntlich konjugierte Punkte in bezug 
auf alle Kegelschnitte des durch K und L bestimmten Kegel- 
schnittbüschels. Die Schnittpunkte von K und L werden 
Koinzidenzpunkte; das gemeinschaftliche Polardreieck von .fiT 
und L gibt das System der F.-Punkte. Diese Ableitung der 
involutorisch-quadratischen Transformation gab Steiner (3) 
in seinen Vorlesungen. 

Zur wirklichen Ausführung von Zeichnungen empfiehlt 
sich folgende spezielle Annahme. Die Koordinaten eines 
Punktes seien proportional den senkrechten Abstanden von 
den Dreiecksseiten (G. T. 1. 17. 23.) und die Einheitspunkte ein- 
ander zugeordnet (a = & = c = 1) ; da eine Gerade x^ — X 3^ = 
dann in x^—Xxi^O übergeht, so liegen je zwei entsprechende 
Gerade der projektiv-involutorischen Strahlenbüschel zu den 
Winkelhalbierenden des betreffenden Dreieckswinkels sym- 
metrisch. Entspricht also P dem Punkte P^^ so sind die 
Winkel PA^A^ und F^A^Ä^ einander gleich usf. (Fig. 20), 
woraus sich eine bequeme Konstruktion entsprechender 
Punkte ergibt. 

Ermittelt man in gleicher Weise zu einem unendlich 
fernen Punkte den entsprechenden^ so folgt aus der Figur 
sofort; daß er auf dem dem Dreieck A^A^Aq umschriebenen 
Kreise liegt. Dieser Kreis enthält demnach die Bilder aller 
unendlich fernen Punkte. 

Für den dem F.-Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitt, 
welcher P zum Brennpunkt hat, ist nach bekannten Gesetzen 
P' der zweite Brennpunkt. Verändert sich ein solcher Kegel- 
schnitt in der Weise, daß der eine Brennpunkt irgend eine 
Kurve n-ter Ordnung beschreibt, so ist die Bahn des zweiten 
Brennpunktes eine Kurve von der Ordnung 2n mit n-fachen 
Punkten in den Ecken des Dreiecks. Man vergleiche auch 
die Arbeiten von Cayley (8) und Mathieu (9), die von 
allgemeineren Betrachtungen ausgehen, sowie eine kurze 
Notiz des Verfassers (20). 

Die allgemeine Inversion. 

25. Im zweiten Falle, wo A^^Bi, A^^Bi, As^B^, 
braucht die Transformation noch nicht involutorisch zu sein. 
Ordnet man noch einem beliebigen Punkte P einen zweiten P' 
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m, so sind die durch die projektiven Bfischel A^ , Bi und 
Ä2 , Bi erzeugten Kegelschnitte K^ und K^ bestimmi Beide 
berühren in A^ und A^ bzw. die Linien A^Ai und A^A^, 
wie sich wiederum aus der Zuordnung der Strahlen leicht 
beweisen laßt. Soll diese Transformation eine involutorieche 
werden^ so müssen auch die Strahlen der Bfischel Ai und Bi , 
sowie A2 und Bi sich doppelt entsprechen, d. L einem 
Strahle u des Büschels Ai entspricht ein Strahl u^ von B^y 




Fig. 21. 

und dem gleichen Strahle u, sofern er als v^ bezeichnet und 
zum Büschel Bi gerechnet wird, entspricht wieder u^ als 
Strahl V des Büschels A^. Dem Schnittpunkte (u, v) ist 
aber dann der Schnittpunkt {u% v^ zuzuweisen, woraus folgt, 
daB die beiden Kegelschnitte Ki und K^ zusammenfallen in 
eben Kegelschnitt K und daß dieser sich Punkt für Punkt 
selbst entspricht Im Büschel A^ deckt sich jeder Strahl 
mit seinem entsprechenden. 

Irgend zwei entsprechende Punkte P und P^ li^en 
folglich zunächst auf einem Strahle des Büschels ^ (Fig. 21), 
weiter aber so, daß sich ^^Pund BiP^, sowie ^Pund BiP^ 
je in einem Punkte des Kegelschnittes K b^egnen. M? 
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erkennt aber dann, daß die Polare von P in bezag auf K. 
durch P' geht oder daß P und P' konjugierte Punkte sind 
in bezug auf den Kegekchnitt JT. Damit gewinnen wir eine 
ganz neue Definition für diese involutorische Verwandtschaft: 

Gegeben ist irgend ein Kegelschnitt K und in 
seiner Ebene ein Punkt A^ ; einem beliebigen 
Punkte P wird der auf dem Strahle A^T gelegene 
Schnittpunkt P' mit der Polaren von P in bezug 
auf K zugeordnet. 

Trifft die Verbindungslinie FT' den Kegelschnitt K.\ 
so kann man zur Konstruktion von P^ auch die Eigenschaft 
benutzen, daß P, P' harmonisch liegen zu den beiden Schnitt- 
punkten der Verbindungslinie ^V^ mit K. Dies ist immer 
der Fall, wenn ^3 im Innern des Kegelschnittes angenommen 
wird. Die Polare von A^ hat dann mit dem Kegelschnitte J^ 
zwei imaginäre Schnittpunkte gemein, und dies sind die 
P.-Punkte Ay , 5a bzw. A^ , Bi. Endlich können wir uns 
auch von der Realität des Kegelschnittes K unabhängig 
machen, wenn wir statt desselben ein Polarsystem einführen. 
Dieses ordnet ja ebenfalls jedem Punkte eine Gerade zu, 
und der Ordnungskegelschnitt kann reell oder imaginär sein. 
Wir wollen diesen Fall der quadratischen, involutorischen 
Verwandtschaft als ,,allgemeine Inversion" bezeichnen [Hirst 
(10), (11), (12)]. Da man als Kegelschnitt K eine Ellipse, 
Hyperbel, Parabel, einen Kreis oder auch ein Geradenpaar 
benutzen und den Punkt A^ beliebig oder im Mittelpunkte, 
Brennpunkte usf. des Kegelschnittes wählen kann, so bietet 
sich hier eine große Zahl von Möglichkeiten. Am bekann- 
testen ist die Verwandtschaft, welche man erhält, wenn als 
Kegelschnitt K ein Kreis und als Punkt A^ sein Mittelpunkt 
genommen wird. Diese gewöhnliche „Inversion", die sog. 
„Transformation durch reziproke Eadien", werden wir im 
nächsten Kapitel eingehend untersuchen. 

Um die Formeln für diese Transformation zu erhalten, 
wählen wir A^A^A^ bzw. BiB^B^ wieder als Koordinaten- 
dreiecke, auf welche sich die Xi und xl beziehen, und den 
gleichen Punkt als Einheitspunkt für beide Koordinaten- 
systeme. Es gelten dann die Gieichungen 
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Für die Kegelschnitte K^ und K^ findet man leicht die 
Gleichungen 

hxl — cx^x^^O und aa^ — 0x^x^=0 . 

Beide fallen zusammen^ wenn 

a == 6, 

so daß wir für die allgemeine Inversion die Formeln erhalten : 

11t 

^-^— • — — • ^— ^_ 

• • 

Xi X9 Xo 



1 • *^k ' 3 "~~ • • f 



wenn — = h gesetzt wird. 
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II. Kapitel. 

Aus den Kreispunkten abgeleitete quadratische 

Transformationeii. 

§ 9. Die Ereispnnkte und die dnrch sie definierten 

Elemente. 

Die Kreispunkte. 

26. Wir gehen jetzt dazu über, gewisse imaginäre Ge- 
bilde zu betrachten^ die wir im folgenden benutzen werden^ 
um aus der allgemeinen^ quadratischen^ birationalen Trans- 
formation speziellere Verwandtschaften abzuleiten. Dabei 
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möge lediglich die Rechnung Verwendung finden, indem 
wir als bekannt voraussetzen, wie nach y. Staudt den inia- 
giDären Elementen eine vom Koordinatensystem unabhängige, 
geometrische Bedeutung verliehen werden kann. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sei die 
Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkte a, b und 
dem Radius r gegeben durch 

(a: - a)« + (y - 6)« - r» « 
oder 

(1) K=x* + y* — 2ax-2by + a^ + b^-r^=-0. 

Denken wir uns die beiden Koordinatenachsen durch Hinzu- 
nahme der unendlich fernen Geraden zu einem homogenen 
Koordinatensystem ergänzt und setzen wir 

- ^ -Z 

^'^ U ' ^^ U ' 

so wird die unendlich ferne Gerade durch U=0 dargestellt, 
während für alle im Endlichen gelegene Punkte Z7=l, 
x = X, y = Y za setzen ist. Die Gleichung (1) des Kreises 
wird dann aber 

X 2 + r^ - 2 (a X + & T) ?7 + (a« + &* - r«) i7 2 = . 

Die unendlich fernen Punkte des Kreises oder seine Schnitt- 
punkte mit der unendlich fernen Geraden ergeben sich dem- 
nach aus dem System 

X^ + Y^^O, U=0 

oder sie sind die unendlich fernen Punkte von 

(2) a:«-|-y2_o, 

wenn wir der Einfachheit wegen kleine Buchstaben benutzen^ 
nnd bleiben für alle Kreise der Ebene die nämlichen. 

Das Gebilde (2) kann man in folgender Weise deuten: 
Wir erhalten dasselbe aus der allgemeinen Kreisgleichung 

x^ -{- y^ :^r^ , 

wenn r = gesetzt wird. Es stellt also die Gleichung (2) 
zonächst einen Kreis vom Radius 0, einen sog. „Nullkreis^' 
oder j^ünktkrej8^^ vor. andrerseits können nto ÖL\ft '^T^^fe 
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Seite von (2) auch in lineare Faktoren zerspalten und. 
schreiben 

{x + iy){X'-iy) = 0, 

wodurch wir die beiden Geraden erhalten 

(3) y = ix, y = —ix. 

Dieselben sind konjugiert imaginär^ ihr reeller Schnittpunkt 
ist der Koordinatenanfang. Der beliebige Punkt {a, b), als 
Mittelpunkt eines Nullkreises genommen^ liefert 

(ä; — a)2 + (y — 6)2 = 
oder 

(4) y = ix — ia + b f y = —ix + ia + b . 

Jeder Nullkreis zerfällt mithin in zwei konjugiert imaginäre 
Gerade, deren reeller Schnitt der Mittelpunkt des Kreises ist. 

Man nennt die unendlich fernen Punkte des Gebildes (2), 
durch welche alle Kreise der Ebene, auch die Nullkreise^ 
hindurchgehen, die imaginären, unendlich fernen Kreis- 
punkte, und wir wollen uns erlauben^ dieselben^ wie wenn 
sie reelle Punkte wären, mit I und J zu bezeichnen. Natür- 
lich sind die Kreispunkte konjugiert imaginär, und ihre 
reelle Verbindungslinie ist die unendlich ferne Gerade der 
Ebene. 

Geht ein Kegelschnitt der Ebene durch I und J hin- 
durch, so muß seine Gleichung sich für u = auf 

x^ + y^ = 

reduzieren. Das besagt: 

Jeder Kegelschnitt einer Ebene, der durch die 
Kreispunkte dieser Ebene hindurchgeht, ist ein Kreis. 

Die Minimalgeraden. 

27. Jeden reellen Punkt (a, b) der Ebene können wir 
mit / und J verbinden und erhalten dadurch die Geraden (4). 
Dieselben heißen die durch diesen Punkt gehenden „Mini- 
malgeraden" oder auch „Linien von der Länge Null*' 
oder „isotrope" Gerade. Der Grund für die zweite Be- 
zeichnung mag sofort erwähnt werden. Betrachten wir etwa 
die erste der beiden Minimalgeraden (3), so ist für sie 

dy = idx , 
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also 

ds« = da?» + dy» — . 

Die Entfemang zwischen ii^nd zwei auf einer Minimal- 
geraden gelegenen Punkten ist demnach als das Integral fiber 
ds stets gleich Null. 

Um noch weitere Eigenschaften dieser Minimalgeraden 
zu erwähnen, erinnern wir uns daran, daß die Geraden 

eine Involution bilden, wenn zwischen k und ^ eine sym- 
metrisch-bilineare Beziehung gegeben ist (6. T. L 57. 59.). 
Ist dieselbe von der Form 

1 + kk^^O, 

60 steht jeder Strahl auf dem entsprechenden senkrecht, und 
wir haben eine Hechtwinkelinvolution vor uns. 

Für die Parameter der Doppelstrahlen dieser In- 
volution ist Ä; = Ä:^ zu setzen, so daß 

l+jfc2 = 0, * = ±i, 

und diese Werte geben die Geraden (3). Da femer die 
Doppelelemente jeder Involution jedes Elementenpaar har- 
monisch trennen, so müssen irgend zwei rechtwinklige Strahlen 
harmonisch liegen zu den durch ihren Schnittpunkt gehenden 
Minimalgeraden oder auch, kürzer ausgedrückt, zu den Kreis- 
punkten I und J. 

Zu den Kreisen der Ebene stehen die Minimalgeraden 
weiter in folgender Beziehung: Ist x^, y' irgend ein Punkt 
der Ebene, so wird das von ihm aus an den Kreis (1) 
gehende Tangentenpaar durch 

gegeben, wobei f die Kreisgleichung ist, gebildet für x\ y', 
während p die homogen geschriebene Polare von x'y y', 
also der Aasdruck 
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Betrachtet man mit Rücksicht darauf das vom Mittel- 
pankt a, 6 an den Kreis (1) gehende Tangentenpaar^ so er- 
hält man für diese „Asymptoten^^ des Kreises 

(x — ay + (y — 6)» = . 

Es sind dies also wiederum die durch a , i gehenden Minimal- 
geraden. Sie berühren den Kreis in den Punkten I und JT. 
Denn die Polare des Mittelpunktes fällt ja ins Unendliche. 
Da femer diese Kreisasymptoten bloß die Koordinaten a , b 
des Mittelpunktes, den Eadius r des Kreises dagegen gar 
nicht enthalten, so sind sie die gleichen für alle Kreise mit 
demselben Mittelpunkt. Konzentrische Kreise berühren sich 
demnach doppelt in den Kreispunkten. 

Wir gelangen mithin zu folgenden Ausdrucksformell : 
Alle Kreise einer Ebene gehen durch zwei bestimmte un- 
endlich ferne, imaginäre Punkte I und J, die Kreispunkte 
dieser Ebene. Jeder reelle Punkt der Ebene liefert, mit I 
und J verbunden^ zwei konjugiert imaginäre Gerade, die 
„Minimalgeraden^^, die zusammen auch als der Kreis vom 
Radius oder als der Nullkreis gelten können, der seinen 
Mittelpunkt in diesem Punkte hat. Jede Minimalgerade 
deckt sich mit der auf ihr senkrechten. Irgend zwei auf- 
einander senkrechte, reelle Gerade trennen die Kreispunkte 
harmonisch. Die durch einen Punkt gehenden Minimal- 
geraden berühren jeden um diesen Punkt als Mittelpunkt be- 
schriebenen Kreis in den Kreispunkten. 

Die Brennpunkte. 

28. Ist irgend eine Kurve v-ter Klasse gegeben, welche 
zunächst nicht durch I und J hindurchgeht, so kann man 
von jedem der Kreispunkte aus v Tangenten an die Kurve 
sich bestimmt denken. Beide Gruppen von Geraden schneiden 
sich in v^ Punkten, die man als die „Brennpunkte'* der Kurve 
bezeichnet. Jeder Brennpunkt hat also die Eigenschaft, daß 
von ihm aus je eine Tangente der Kurve nach den Kreis- 
punkten geht. Von den v^ Brennpunkten, die wir soeben 
gefunden, sind v reell. Denn jeder Geraden durch /, welche 
die Kurve berührt, muß eine konjugiert imaginäre Tangente 
durch J entsprechen, wenn anders die Kurvengleichung reelle 
Koeffizienten hat. Zwei solche konjugiert imaginäre Ge- 
rade schneiden sich aber in ihrem reellen Punkte. Ein 
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derartiger reeller BrenDpunkt ist also auch Mittelpunkt eines 
Nullkreises, der die £urve in zwei im Endlichen gelegenen 
konjugiert imaginären Punkten berührt, und die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte ist eine reelle Gerade. 

Geht eine Kurve v-ter El&sse durch den einen Kreis- 
punkt la-msl hinduich, so ist der andere Kreispunkt cT^ eben- 
falls ein a-facher Punkt dieser Kurve, wieder unter der 
Voraussetzung, daß die Gleichung der Kurve reell ist. Die 
durch I und J gehenden Tangenten an diese Kurve zer- 
fallen dann in solche, welche die Kurve in I oder J be- 
rühren, und in solche, deren Berührmigspunkte von den 
Kreispunkten verschieden sind. Tangenten der ersten Art, 
d. h. also Asymptoten in den Kreispunkten, erhalten wir 
im allgemeinen Falle demnach je a, welche sich im ganzen 
in a^ Brennpunkten besonderer Art, sog. „singulären^^ 
Brennpunkten, begegnen; a derselben sind wieder reell und 
können als Nullkreise angefaßt werden, welche die Kurve 
doppelt berühren, und zwar in den Kreispunkten selbst. 

Außer diesen singularen Brennpunkten hat die Kurve 
noch gewohnliche« Da die Tangente in einem Kurvenpunkt 
doppelt zu zählen ist, so gehen von dem a-fachen Punkt / 
oder cT" noch je r— 2 a Tangenten an die Kurve, welche sich in 
{v — 2 a)* Brennpunkten, darunter (v — 2 a) reellen, begegnen. 
Endlich können wir noch die in J oder J berührenden Tan- 
genten mit den außerhalb der Kreispunkte berührenden 
Tangenten zum Schnitt bringen, was zu 2o{v — 2 a) Brenn- 
punkten führt Zusammen sind dies (v — o)^ Brennpunkte. 
In ähnlicher Weise zählt man die Brennpunkte ab, wenn die 
unendlich ferne Gerade mehrfache Tangente der Kurve ist 
oder wenn 1 und J Spitzen, Wendepunkte usf. sind. 

Beispielsweise hat ein Mittelpunktskegelschnitt vier 
Brennpunkte, von denen zwei reell sind. Der Mittelpunkt 
eines Kreises ist ein singulärer Brennpunkt. 

Eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung, d. h. eine 
Kurve, welche in / und J Doppelpunkte besitzt, ist von 
der achten Klasse, so daß durch I und J noch je vier nicht in 
diesen Punkten berührende Tangenten gehen. Diese liefern 
sechzehn gewöhnliche Brennpunkte, darunter vier reelle; femer 
ergeben sich vier singulare Brennpunkte, darunter zwei reelle usf. 

EEat eine Kurve vierter Ordnung in I und J Spitzen, 
wie dies bei den sogenannten CartesLBchen Ovalen der Fall 
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ist, so wird sie von der sechsten Klasse. Da femer die 
Tangente in einer Spitze dreifach zählt , so hat die Kurve 
neun gewöhnliche Brennpunkte^ darunter drei reelle, ferner 
einen singulären Brennpunkt. 

§ 10. Die Transformation durch reziproke Badlen. 

Die möglichen Fälle. 

29« Wir wollen nun zwei Ebenen e und e' quadratisch 
aufeinander beziehen, indem wir die in ihnen gelegenen 
Kreispunkte / und J bzw. F und J^ als Fmidamentalpunkte 
benutzen. Das dürfen wir, da wir ja wissen, daß von den 
drei F.-Punkten in jeder Ebene zwei konjugiert imaginär 
sein können (12.). Verlegen wir also Ä^ und Ä2 nach JT 
und J, B{ und B^ nach J' und J\ In jeder Ebene ist 
dann noch ein reeller F.-Punkt Ä^ bzw. B^ anzunehmen 
und in diesem befinde sich der Anfang je eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, auf das sich die Koordinaten x, y in e 
und x\ y' in e' beziehen. Im übrigen verfahren wir ganz 
wie in 2. Zwischen den Strahlenbüscheln A^ oder I und JS^ 
oder 1' einerseits, sowie zwischen den Strahlenbüscheln A^ {JT) 
und BiiJ^ andrerseits werde je eine projektive Beziehung 
hergestellt. Ein beliebiger reeller Punkt von e wird mit I 
und J verbunden, die entsprechenden Strahlen der Büschel Z' 
und J^ schneiden sich im entsprechenden Punkte P\ Damit 
derselbe reell sei, sind die projektiven Beziehungen so zu 
bestimmen, daß diese beiden Strahlen konjugiert imaginäre 
werden; eine Bedingung, die wir am Schlüsse der Rechnung 
einführen werden. 

Der Strahl durch Ä^ und I habe nun die Gleichung 

y = ix, 

die wir in der Form schreiben x = — iy. Für den Büschel 
von Parallelstrahlen durch I erhalten wir demnach die 
Gleichung 

(1) x = — iy + X, 

wo X ein variabeler Parameter. Ist nun y'=ix' der Strahl B^Fy 
so wird ebenso der Strahlenbüschel I' 

(2) a;'=~i/+/i, 
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wobei eine bilineare Gleichung zwischen den Panunetem i 
and fA die projektive Beziehong der beiden BöBcfael ver- 
mittelt. Führen wir homogene Koordinaten X, Y^ U... 
ein, so ergibt sich 

X + iY-kU^Q bzw. 
X'+iT-fiü'^O. 

Diese Gleichungen stimmen nmi aber mit den beiden ersten 
Gleichongen von 2. überein, wenn man dort x^^ x^^ x^^ x^ 
hzw. ersetzt durch X + i^Yj U, X'+iY', U\ 

Der Strahl A^J hat femer diie Gleichung y = —ix und 
der Strahlenbüschel J wird 

(3) x^iy + A, 

während der Strahlenbüschel Bi oder «T dann zu schreiben ist 

(4) x'=iy'+M, 

wo A und M wieder die Parameter bedeuten. Durch Ein- 
föhrung homogener Koordinaten eriialten wir daraus 

X-iY^ AU-^O 

X'—iY'-MU'=0 

und der Vergleich mit den Gleichungen (2) von 2. läßt er- 
kemien, daß lediglich a^ und x[ durch X— % Fund X'— i X' 
ersetzt sind. Wir haben also nicht nötig, die ganze Be- 
trachtung auch hier durchzuführen, sondern können ohne 
weiteres das frühere Sesultat, nämlich die Formeln (3) bis 
(6) von 2. benutzen, nur haben wir an Stelle von 

der Beihe nach zu setzen: 
X-iY, X + iY, U, X'^iY\ X'+ir, U\ 

Dann liefert Gleichung (7) von 2. 

X'-iT:X'+iTiW 

iX + iY)Uil{X-iY)U:c{X-iY){X + iY). 



^'{-* 



Dagegen dürfen wir nicht außer acht lassen, daß es ganz in 
unserer Willkür liegt, welches Vorzeichen von % wir dem 
Punkte I und welches dem Punkte J zuordnen. Wir können 
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also dem Büschel ly der durch (1) gegeben ist, statt des 
Büschels (2) auch zuweisen den Strahlenbüschel 

(6) V= + »/+/*, 

so daß die beiden projektiven Strahlenbüschel A^ und S{ 
jetzt werden 

X + iF- XU = 

X'- i r- fi U'^ . 

Dem Strahlenbüschel (3) muß dann zugewiesen werden der 
Büschel 

(7) x'=^iy'+M, 

was zu den Gleichungen führt 

X-^iY- AU = 
X'+iT'-MU'=0. 

Der Unterschied besteht mithin lediglich darin, daß im 
letztem Falle 

der Beihe nach zu ersetzen sind durch 

X-iF, X+iF, U, X'+iT, X'-iF^ U', 
so daß neben die Formel (5) die folgende tritt: 

X'+iT:X'^iT: U' 

(X + iT)ü:b{X-iY)U:c{X-iY){X + iY), 



<«>{-. 



womit aber auch alle Möglichkeiten erschöpft siad. 

Die beiden Fälle mögen noch durch die Fig. 22 und 23 
yeranschaulicht werden, in denen statt der abstrakten, imagi- 
nären Gebilde reelle gezeichnet sind und die deswegen als 
Bchematische bezeichnet werden sollen. Behandeln wir zu- 
nächst (5) weiter, so ergibt sich 

X'-^iT a {X + iY)ü 
W ~ c Z» + F» 

X' + iT ^ b (X^iY)U 
U' "" c X2 + F2 ' 
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oder nicht homogen geschrieben: 
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(9) 



, , , a x + iy / , • / ft x — iy 

^ /• 1-» _i_ 4/2 ' * ^ 



c x^+y^ 



c x^ + y^ 



k 




/v^gf^ 



/ ^ ^ ^ "Ti^iy^ 






ßX^iyU) 






¥r^ 






Fig. 22i 



Fig. 22b. 



Um auf reelle GleichuDgen zu kommen, vergleichen wir die 
von i freien Terme sowie die mit i multiplizierten und er- 
halten 



a x 



x = — 



bzw. 



c x^ + y^' 






c a;' + y' 



x' = ^ 



X 



c a?* + y' ' 



y =-- r 



y 



c x^ + y^ ' 



^^. 



M^ 



/oo^y^O ^ ^^*^^^4- 



/ 



.^^oO'i^f'-O 



'x" 



^A 



I 



iK'-tyk) 



u''0 



/Ä' 



M, 



■J^^ 



/ 

/ ^^.-a^^iy'^0 



o;k 



X 



Fig. 28 a. 



Fig. 28 b. 



Diese Gleichmigen sind in Einklang zu bringen, wenn a = 6 
gesetzt wird^ was zugleich die oben erwähnte Bedingung ist. 
Schreiben wir 

* — ^ — !• 
c '^ c ^ ' 
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80 erhalten wir also im ersten Falle die Gleichungen 

Bilden wir daraus noch 

X — iy h 



x' + iy' = h 



x'^ + y^ x + iy' 
sowie 

, . , ^ x + iy h 

a;2 + «/2 x — iy^ 
so wird 

(11) x + iy = h^i=^^, a^-iy^Tc.^±^^, 
und es ergeben sich für x^ y die Ausdrücke 



X 



(12) ^°^ „/, ■ ..,. , y = -*--7T^ 



Gleichung (8) liefert, ganz ebenso, behandelt, 

(13) X +ty = ' — - , X —IV == 

^ ' ^ ^ c x^ + y^' * c x^ + y* 

und weiter unter Einführung der gleichen Größe Je 

(14) «''=*a.2 + y2» ^''^x^ + y^' 

Wie oben findet man femer 

30. Diese Formeln (10) und (14) zeigen zunächst^ daß 
für die durch sie gegebenen Transformationen bzw. 

x''^'^ x' 

d. h. die Strahlenbüschel in A^ und B^ sind nicht bloß 
projektiv^ sondern kongruent^ und zwar gleichsinnig bei der 
Transformation (14)^ ungleichsinnig bei (10). Dies ist übrigens 
-^ur eine durch unsere besondern Annahmen bedingte Modi- 
ition einer uns schon bekannten Eigenschaft. In der Tat 
ren im allgemeinen Falle P, Q und P', Q^ zwei Paare 
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entsprechender Punkte^ so entsprachen in den projektiven 
Strahlenbüscheln A^ und A^ den Strahlen von A^ nach Ai j 
A^, P,Q die Strahlen von Bi nach JBJ, JB(, P', Q\ so daß 
die Doppel Verhältnisgleichheit bestand: 

A,{A,,A,,P,Q) = Bi{Bi,Bi,P',Q'). 

Diese liefert aber nach G. T. L 14. die Gleichheit der Winkel, 
wenn an Stelle von A^ , A^ usf. die Ereispunkte treten. 

Bezeichnen wir weiter mit r den Abstand eines Punktes P 
von A^ y mit r' den des entsprechenden Punktes P von B^ , 
so daß also 

so geben die Formeln (10) oder (14) ohne weiteres 

also 

(16) rr'^Tc. 

Es ist mithin das Produkt der von den reellen F.-Punkten 
nach entsprechenden Punkten gehenden Radii-Yektores 
konstant. 

Beiden Verwandtschaften gemeinsam ist femer die 
Eigenschaft, daß jeder Geraden ein Ereis im andern Felde 
entspricht^ der durch den reellen F.-Punkt hindurchgeht. 
Aber auch einem Kreise der einen Ebene entspricht ein 
Kreis der andern (4. 26.). Betrachtet man eine Gerade als 
einen besondem Fall des Kreises, so kann man allgemein 
sagen: Jeder Kreis geht wieder in einen Kreis über. 

Endlich ist es auch leicht^ die Transformation (10) mit 
der Transformation (14) in einen direkten Zusammenhang 
zn bringen. Entspricht in der letzeren einem Punkte P der 
Punkt P', so wollen wir die Ebene e' nochmals auf sich 
selbst abbilden unter Benutzung der Formeln 

(17), x''^x\ y''=-y\ 

Dadurch wird einem Punkte P' ein Punkt P'' zugeordnet, 
der zu P' symmetrisch liegt in bezug auf die X'- Achse. 
Rein geometrisch erreichen wir dies dadurch, daß wir die 
Ebene e^ um die X'- Achse um einen Winkel von 180^ 
drehen. Physikalisch können wir diese Abbildung (17) als 
eme ,ßpi^elvaig^^ an der X^- Achse bezeichnen. YvÄircn nto 
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nun die Transformation (14) aus und danach diese Spiegelung 
in der Ebene t,\ so bestehen zwischen den Punkten Pund 2^^ 
die Beziehungen 

(18) a;''=*-4— ^, y-^^}c-±— 

und das ist die Transformation (10). Es folgt also: 

,^ie Transformation (10) laßt sich zusammen- 
setzen ans der Transformation (14) und aus einer 
Spiegelung/^ 

Die Ebenen e und e' können ferner auch zusammien- 
fallen^ was indessen keinen Anlaß zu neuen Betrachtungen 
liefert: es soll daher sofort die involutorische Lage der 
beiden Systeme untersucht werden. 

Die involutorischen Transformationen. 

31. Bei der allgemeinen quadratisch involutorischen 
Verwandtschaft mußten entweder alle drei F.-Punkte mit 
ihren zugeordneten zusammenfallen oder es hatte diese Eigen- 
schaft wenigstens ein Paar derselben^ während die beiden 



W 



/ 









YX 







^ 



/ 

/ 






4^' 



*^ 



^ 4'ä; 



-TT 



Fig. 24. 



Fig. 25. 



Übrigen Paare sich wechselseitig deckten (24.). Im» vor- 
liegenden Falle wird also jedenfalls A^ mit W^ koinzidieren, 
während wir die übrigen F.-Punkte in folgender Weise auf 
die Kreispunkte I und J der Ebene verteilen können: ent- 
weder wir verlegen A^ und JBj nach I und A^ , B[ nach J 
(schematisch in Fig. 24 dargestellt) oder A^ und iJf fallen 
nach J, A^ und J52 nach J (schematische Fig. 25). Das 
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?i! 



lecbtwiDklige Koordinatensystem, auf das sidi jetzt sowohl 
£e X, y ids auch die x% y' beziehen , habe in A^ seinen 
in&Dg. Dann bleibt die Überlegung ganz die gleiche wie 
vorher nnd die Gleichungen (10) und (14) geben auch jetzt 
wieder die beiden Verwandtschaften. Im ersten Falle (Fig. 24) 
id, eDtsprechend den Gleichungen (10), der StrahlenbüscheMj, 
involutorisch auf sich bezogen ^ die beiden Koordinaten- 
achsen sind die Doppelstrahlen. Dagegen geht im zweiten 
Falle (Fig. 25), wie (üe Gleichungen (14) dartun, jeder Strahl 
des Büschels A^ in sich selbst über. Natürlich besteht auch 
zwischen diesen Verwandtschaften (10) und (14) der soeben (30.) 
abgeleitete Zusammenhang. Die durch die Gleichungen (14) be- 
stimmte Transformation wird als ,Jnversion'^ bezeichnet, der 
Koordinatenanfang heißt das „Inversionszentrum'^ oder der 
Jnversionsmittelpunkt", die Größe h die ,JPotenz" der In- 
version. Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Inversion. 



Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen. 

B2. Zunächst wollen wir eine Eigenschaft dieser Trans- 
formation ableiten, die sowohl für positive als negative Werte 
von Tc richtig bleibt. Ein Punkt P habe die Koordinaten x^y^ 
dn ihm unendlich benachbarter Q die Koordinaten x + dy y 
y + dy. Diesen Punkten entsprechen die Punkte JP, Q^ 
mit den Koordinaten x\ y\ x^+ dx% y'+ dy\ Dann liefern 
die Gleichungen (14) 



(19) 



j^/ - ■ ifc (y* ~ ^')<^^ ~ 2a;y dy 

I , , —2xydx + (a;* — y^) dy 



Für die Entfernungen PQ bzw. P'O^ also für die Größen 

ds^ = dx^ + dy^ und ds'^ ^ dx'^ + dy'^ 
erhalten wir dann aber durch eine leichte Rechnung 



ds'^== 



zrzds^ 



oder, wenn 



{x^ + y2)2 
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gesetzt und Gleichung (11) benutzst wird^ 

(20) ds'^—ds^'-^ds 

und ^ 

d5 "~ r^ "~ Ä 

Dies Verhältnis ds'jds zweier einander entsprechenden 
Längenelemente können wir als den ^^Maßstab*' der Ab- 
bildung bezeichnen. Wird P, also auch P' festgehalten^ 
während die durch P bzw. P' hindurchgehenden Elemente 
variieren^ so bleibt das Verhältnis ds'jds unverändert Cs 
ändert sich aber auch nicht; wenn P einen Kreis um den 
Inversionsmittelpunkt beschreibt Im übrigen wechselt der 
Maßstab von Punkt zu Punkt. 

Ist femer B, ein zweiter, dem Punkte P unendlich be- 
nachbarter Punkt mit den Koordinaten x -{- dXy y -{- dy und 
ist PB= ÖS, so gilt auch die Beziehung 

ds' = —zds. 

Die beiden Elemente ds und ds mögen einen Winkel a ein- 
schließen, die entsprechenden Linienelemente ds^ und ds^ 
einen Winkel (k\ Dann ist bekanntlich 

, dx' dx' + dy' dy' 

cosa'= , /, ; ^ . 

ds ' OS 

Bildet man aber diesen Ausdruck nach (19) und (20), so 
finden wir ohne Mühe, daß a und »^ gleich groß sind. 

Die Transformation gehört also zu der großen Fanoilie 
der „winkeltreuen", „isogonalen^' oder „konformen" 
Abbildungen. 

Gehen durch einen reellen Punkt P (der nicht in dem 
Koordinatenanfang gelegen ist) irgend zwei Kurven der 
einen £bene und suchen wir die Bilder dieser Kurven in 
der andern Ebene, so bilden diese im entsprechenden 
Punkte P' den gleichen Winkel, wie die gegebenen Kurven 
in P. 

Um auch noch den Sinn zu bestimmen, in welchem 
entsprechende Winkel durchlaufen werden, betrachten wir 
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das anendlich kleine Dreieck PQB und das ihm entsprechende 
rq'B'. Der doppelte Flächeninhalt des leteem ist (6. T. L 86.) 
audi dem Sinne nach 



2AP'Ö'J2' = 



x' y' 1 

x''\-dx' y'-^-dy' 1 
x'+bx' y'+dy' 1 



dx'dy'-dx'dy\ 



Rechnen wir wieder die linke Seite aus^ unter B^utsung von 
(19), so finden wir 

oder, wenn wir überhaupt mit d€o und d€o^ zwei entsprechende, 
miendlich kleine Flacheninhalte bezeichnen: 

(21) dco'^-^d€ü=-'^dco. 

Es werden also für positive oder negative Werte von k ent- 
sprechende unendlich kleine Flächen im entgegengesetzten 
Sinne durchlaufen. Dies veranschaulichen die Fig. 26 und 28 
far die sich entsprechenden unendlich kleinen Dreiecke P12 
und 'F 1' 2\ Die Gleichung (21) gibt endlich noch den 
Wert für das Verhältnis dco'ldo) entsprechender unendlich 
kleiner Flächen. Derselbe ist das Quadrat des Maßstabes 
für die Längenelemente. Im Koordinatenanfang und seiner 
Nachbarschaft erleidet die sonst überall in der Ebene vor- 
handene Stetigkeit der Abbildung eine Ausnahme. Denn 
der Mittelpunkt der Inversion bildet sich in die unendlich 
ferne Gerade ab. 

Die Inversion mit positiver Potenz. 

3B. Ermitteln wir jetzt die Punkte, welche mit ihren 
itsprechenden zusanunenf allen. Dann haben wir x^^x, 
«y zu setzen und erhalten aus beiden Gleichungen (14) 

x^ + y^ ^'k . 

Bei dieser Betrachtung ist es also nötig, die Falle nach dem 
Vorzeichen der Potenz k zu unterscheiden. Nehmen wir zu- 
nächst Jk positiv, etwa ^r$^ bo erhalten wii a\& Ox\i ^^^ 

f DoehJemann, ChometxUehe Transfomiationen. IL ^ 



enl 
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sich selbst entsprechenden Punkte oder KoinzidenjEponkte 
den y^versionskreis^' 

a^* + y' = ^ . 

Irgend zwei sich entsprechende Punkte P, P' li^en anf 
einem Durchmesser desselben stets so (Fig. 26), daß sie die 
Durchmesser-EIndpunkte üf und JV^harmonisoh trennen (vgL2B.). 
Ist P außerhalb des Inversionskreises gelegen, so findet man 
P^ folglich auch, indem man von P aus die Tangenten an 
den Inversionskreis konstruiert, welche ihn in T und TJ be- 
rühren. Die Verbindungslinie Tu", die Polare von Pin bezug 
auf den Inversionskreis, schneidet auf OV den entsprechenden 
Punkt P^ aus, wobei noch bemerkt werden mag, daß TV 
auf dem Durchmesser OT senkrecht steht Diese letzte 
Eigenschaft zeigt dann gleichzeitig, wie man zu einem inner- 
halb des Inversionskreises gelegenen Punkte P^ den ent- 
sprechenden P konstruiert Aus der Figur lesen wir sofort 
die Beziehung ab 

oder 

Mit Rücksicht auf diesen Zusammenhang hat Liouville in 
der auf S. 286 unter 5. zitierten Arbeit*) für diese Trans- 
formation den Namen „Prinzip der reziproken Radien^' ge- 
wählt 

Die ganze außerhalb des Inversionskreises gelegene 
Ebene bildet sich in das Innere dieses Kreises ab, die un- 
endlich ferne Gerade in den Mittelpunkt desselben. Jedem 
unendlich fernen Punkte Q entspricht der Punkt Q^, der an 
unendlich benachbart liegt auf den Durchmesser OQ. 
Der Inversionskreis, der sich Punkt für Punkt selbst ent- 
spricht, vermittelt den Ubergane. Linien oder Flacben- 
elemente, die von ihm ausgehen, sind nach den Gleichungen (20) 
bzw. (21) ebenso groß wie ihre entsprechenden. 

Einer Geraden g entspricht ein £[reis ip^ (Fiff. 26); dem 
unendlich fernen Punkte von g ist zugeorchiet der auf der 



*) Da die Inversion in der Ebene vielfach gleichzeitig mit 
der entsprechenden Verwandtschaft im Baume behandelt wird, so 
geben wir die Literaturübersicht im Anschlüsse an die letztere auf 
Ä ^86. 
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Parallelen gl dorch za g gel^ne so unendlich be- 
nachbarte Punkt Es berührt demnach 97, in die Ge- 
rade gl, die von auf g gefällte Senkrechte ist ein Durch- 
messer des Kreises q>g und der dem Fußpnnkte R dieser 
Senkrechten entsprediende Punkt R^ liefert in OR' den 
Durchmesser von q>g. Den geometrischen Zusanmienhang 
zwischen der Geraden g, dem Kreise q>g und dem Inversions- 
kreise Kq gibt die Beziehung 




Fig. 28. 

welche besagt, dafi die Gerade g die Potenzlinie (oder 
Radikalachse) der beiden Kreise Kq und <pg ist^ was 
lach durch die Rechnung unmittelbar zu erweisen. Es geht 
also q)g durch die Schnittpunkte von g mit dem Inversions- 
kreise hindurch. Dies ist selbstverständlich für eine Gerade, 
welche^ wie z. B. A, den Inversionskreis in reellen Punkten 
triffl;. Um zu zeigen^ wie diese Abbildung die Winkel er- 
lialt^ aber ihren Sinn ändert^ ist in der Fig. 26 zu dem 
einen der Winkel^ welche g und h bilden, der auch dem 
Sione nach gleiche Winkel der parallelen Kreistangenten gl 
und hS, gezeiobnet Der Winkel des Kieisea, d. \i, ÖÄt 
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Winkel y den tg und 4 einschließen^ zeigt den entg^en- 
gesetztcoi Sinn. 

Wir können also sagen: 

yyEiner beliebigen Greraden g entspricht in der 
(gewöhnlichen) Inversion ein Kreis q)g durch den 
Mittelpunkt, der dort eine su g parallele Tangente 
hat. Der Kreis <pg und der Inversionskreis haben g 
zur Potenzlinie." 

Entsprechende Kreise. 

84. Bänem beliebigem Kreise mit dem Mittelpunkte M 
entspricht wieder ein Kreis, und es folgt aus der Synmietrie 
der Figur ohne weiteres, daß der Mittelpunkt N^ dieses 
zweiten Kreises auf der Linie OM gelten sein muß. Beide 
Kreise haben den Inversionsmittelpunkt zum Ähnlichkeits- 
punkt. Denn ist P^ der dem Punkte P entsprechende, femer 
P^ der zweite Schnittpunkt von OP mit dem ersten Kreise 
(Fig. 27), bezeichnet man femer die Potenz des Punktes 
in Bezug auf den Kreis (M) mit p^, so gelten die Beziehungen 



also 



PO- 
PO- 


'P'0 = 

PW= 


p*, 


P'O 
PW 


p' 


con 



Demnach erhält man die Punkte P^ aus den Punkten P^ 
des Kreises (M), indem man jeden Radiusvektor im be- 
stimmten Verhältnis verändert, d. h. durch eine Ahnlichkeits- 
transformation; ist^also ein Ahnlichkeitspunkt der beiden 
Ej^ise. In dieser Ahnlichkeitstransformation entsprechen 
sich aber die Mittelpunkte der beiden Kreise, also ist auch 

N'O P'O rj 

MO ~' PW ~i>«' 

so daß folglich 

MP^^NT\ 

Mittels dieser Eigenschaft findet man leicht den Mittel- 
punkt N% indem man zu dem beliebigen Punkte P des ge- 
gebenen Kreises (M) den eutaißirec\v<&iidfi3i P'^ sowie den 
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Hil&pnnkt P^ ermittelt nnd doroh P' eine Parallele sn MP^ 
zieht Diese liefert auf OM den gesachten Mittelpunkt N' 
des entsprechenden Ejreises. In der Inversion entsprechen 
sich die Kreismittelpnnkte JU nnd N^ natfirlich keineswegs, 
was abrigensy unter Benutzung von 28., noch direkt bewiesen 
werden mc^. Doch läßt sich ein ein&cher Zusanunenhang 
angeben. Entspricht nämlich dem Piinkte M der Punkt M^ 




Fig. 27. 



und schneidet der Durchmesser OM den Kreis {M) in Q 
und JB, den £j*eis (N^ in Q' und JB', so liegt M harmonisch 
zu Q und R bezüglich des unendlich fernen Punktes von 
OM. Da nun aber auf jedem Strahle durch sich in- 
volutorische Punktreihen ausbilden^ da femer dem unendlich 
fernen Punkte der Inversionsmittelpunkt entspricht, so ist 
auch M^ der vierte harmonische zu bezüglich R% Q\ 
W entepiicht also dem Punkte 0, wenn der ^xe\a ^'^ cvi 
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einer Inversion benutzt wird. Eine analc^ Beziehung gilt 
für den Punkt N. 

Die beiden einander entsprechenden Kreise (M) und (F) 
haben femer noch die Eigenschaft, daß sie in Yerbindang 
mit dem Inversionskreis ein Büschel bilden. Der Bewek 
hierfür ereibt sich durch die Rechnung sehr einfach. In 
der Tat die Gleichung des £[reises (M) sei 

K= {x'- a)« + (»' - Ä« - r« = . 

Führen wir, unter Anwendung der Formeln (14) (S. 60)| 
die Transformation wirklich aus, so ergibt sich nach Unter- 
drückung des Faktors a;* + y*j der =0 gesetzt die F.-Gre- 
rade Ol und OJ liefert, 

(x^ + y*)(Ä* + /?* - r^) - 2i(aa; + /?y) + *« = , 
was sich sofort auch in folgender Form schreiben läßt: 

oder 

(22) * JT- (a« + i»* - r« - *)-Ki = . 

Es geht also der entsprechende £[reis durch die Schnitt- 
punkte von iC = und K^^O hindurch, womit die vorige 
Behauptung erwiesen ist. Schneidet der gegebene Kreis {M) 
den Inversionskreis in reellen Punkten, so versteht sich 
der Satz von selbst. 

Aus der Gleichung (22) folgt aber noch weiter, daß 

(23) öc« + iS* - ^* - * =^ 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür gibt, daß 
ein Ejreis durch die Inversion in sich selbst transformiert 
werde. Da femer im vorliegenden Falle h = f%y so hat die 
Bedingung 

(24) a« + iS* = r« + t^ 

die geometrische Bedeutung, daß ein solcher Kreis den In- 
versionskreis orthogonal schneidet. Denn sie besagt, daß 
das Dreieck 0M8 rechtwinklig ist, wenn 8 einer der Schmtt- 
punkte des Kreises mit dem Inversionskreise. Die Strahlen 
durch den Inversionsmittelpunkt können als spezielle der- 
artige Kreise betrachtet werden. 
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Sind femer P und P' zwei einander entsprechende Punkte 

der Inversion^ so wird irgend ein Kreis durch diese Punkte 

(ien Inversionskreis in reellen Punkten W^ U treffen, da ja 

voo zwei entsprechenden Punkten der eine innerhalb , der 

andere außerhalb des Inversionskreises gelegen ist Dem 

Kreise durch P, TT, U entspricht mithin ein Kreis durch 

die Paukte P^yWU, d. h. der erwähnte Kreis geht in sich 

selbst über und schneidet also den Inversionskreis orthogonal. 

Ist Qy Q' ein zweites Paar entsprechender Punkte, so 

gilt für den Kreis durch P, P, Q die gleiche Überlegung. 

Derselbe enthalt desw^n auch den Punkt Q\ 

Wenn endlich ein Kreis den Inversionskreis in den End- 
punkten eines Durchmessers dieses letztem schneideti so ist 
der entsprechende Kreis ebenso grofi und sjrmmetrisch zu 
diesem Durchmesser gelegen. Der Beweis ergibt sich ohne 
Schwierigkeit^ indem man das Quadrat der halben Länge 
dieses gemeinsamen Durchmessers in doppelter Weise aus- 
drückt Wir erhalten demnach weiter: 

Jedem Ejreise entspricht in der gewöhnlichen In- 
version wieder ein Kreis; für beide Kreise ist der 
Inversionsmittelpunkt ein Ahiilichkeitspunkt und 
beide Kreise gehören mit dem Inversionskreise einem 
Büschel an. Jeder Kreis, der den Inversionskreis 
orthogonal schneidet, geht in sich selbst über und 
umgekehrt Irgend ein Kreis durch zwei entsprechende 
Punkte schneidet den Inversionskreis orthogonal und 
irgend zwei Paare entsprechender Punkte liegen auf 
einem solchen Ej^ise. 

Allgemein wird einer Kurve n-ter Ordnung, welche nicht 
durch den Inversionsmittelpunkt hindurchgeht, eine Kurve 
von der Ordnung 2 n entsprechen, welche sowie die Kreis- 
punkte I und J zu n-fachen Punkten hat Aus den früheren 
allgemeinen Sätzen (S. 9) folgt dies ohne weiteres. Einem 
Wendepunkt W einer Kurve entspricht im allgemeinen nicht 
wieder ein Wendepunkt. Vielmehr geht die Wendetangente 
m den Krümmungskreis des entsprechenden Punktes TP 
über, welch ersterer nur die Eigenschaft hat, durch zu 
gehen. Dagegen geht jeder Krümmungskreis einer Kurve im 
allgemeinen wieder in den Krümmungskreis des entsprechen- 
den Punktes über. 
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Metrische Beziehungen. 

85. Sind P und Q irgend zwei Punkte, P' und Q' die 
entsprechenden, so ist wegen 

OP-OF'=OQ-Oq'=f% 
AOPQ^AOPQ', 



folglich 



also 



PT OQ' Q^^ OQ 
PQ ~ OP OP- OQ ' 



f? 



t)ies ist der ZusammeDhang zwischen zwei entsprechenden 
Strecken. Liouville geht in seiner bereits erwähnten 
Arbeit allgemein von Punktbeziehungen aus^ für welche die 
Beziehung besteht 

^^ <pHP)<p\Q)' 

wobei <p(P) eine Funktion der Koordinaten des Punktes P, 
(p(Q) die gleiche Funktion der Koordinaten von Q. 

Die obige Relation kann dazu dienen, metrische Be- 
ziehungen von dem einen Felde in das andere zu übertragen. 
Schneidet z. B. eine Grerade die Seiten eines Dreiecks ABC 
bzw. in Ai, B^ , Ci, so ist bekanntlich 

(26) ACi • BA^ • CB^ = BC^ • CA^ • AB^ . 

Für die entsprechende Figur ergibt sich mithin 

A'Ci B'Ai G'Bl 



(27) 



OA'OC^ OB'OA^ OC'OB^ 
B'Ci C'A[ A'Bi 



"OB'OC^ OC'OA^ OA'OB^' 

Hier tritt der Fall ein, daß alle von auslaufenden Strecken 
sich wegheben, so daß wir erhalten: 

(28) A'Ci . B'Ai . C'Bi = B'Ci • C'Ai • A'Bi . 

Nun entsprechen den Geraden der ersten Figur im zweiten 
Felde durchweg Kreise durch, deü liw^moiiauiittelpunkt . 
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Für die Verbindaiiggstrecken der Punkte Ä\ JB^ . . , in denen 
sich diese vier Kreise treffen, gilt dann die Beziehung (28). 
Lassen wir den Punkt Q dem Punkte P einer bestimmten 
Sichtang unendlich naherüdken, so daß die Strecke PQ in 
ein Linienelement ds übergehti so wird P^Q' das entsprechende 
linienelement und wir erhalten die Relation (20). 

Die Inversion mit negativer Potenz. 
36. Ist k negativ, also etwa 

Je = — rj f 

60 ergibt sich als Ort der Koinzidenzpunkte der ,^agin£re 
Kreis'^ 

a;2 + y2 = — rj 

und reelle Koinzidenzpunkte fehlen gänzlich. Zunfichst 
▼erden wir fragen , wie man in diesem Falle zu einem be- 
liebigen Punkte P den entsprechenden P' durch eine Kon- 
Btroktion ermittelt. Führen wir zu diesem Zwecke die In- 
version ein, welche den reellen Inversionskreis vom Radius rQ 
besitsct und entspricht in dieser Inversion dem Punkte P 
der Punkt B' (Fig. 28), so erhalten wir für P" die Ko- 
ordinaten 

x^ + y^ iC* + y* 

Nehmen wir dazu die Transformation 

(29) x''==-x\ y''^-y\ 

Bo entspricht in ihr dem Punkte P^' ein Punkt P^, und dies 
ist auch der dem Punkte P durch die Gleichungen (14) zu- 
geordnete. Der Punkt P' liegt aber auf der Linie 0P^\ 
»0 daß 0P'== Or'. Die durch die Gleichungen (29) ge- 
gebene Abbildung der Ebene kann man daher als eine Sym- 
metrie in bezug auf den Pimkt bezeichnen. Wir kommen 
sber auch durch zwei ümlegungen^ eine erste um die X-Achse, 
dne zweite um die F- Achse vom Punkte P" zu P' ; es folgt 
demnach: 

Die Inversion mit imaginärem Inversionskreis oder 
mit negativer Potenz laßt sich zusammensetzen aus 
einer gewöhnlichen Inversion mit der absolut gleichen, 
aber poAüven Potenz und aus zwei Spiegelvm^n «si 
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zwei zueinander senkrechten Achsen dnrch den 
versionsmittelpnnkt 

Der Geraden g entspricht z. B. der Kreis (pg (Fig. 
Der Kreis 

(30) 



^* + y* = ^ 



Sht bei dieser Inversion in der Weise in sich selbst ü! 
ß jedem seiner Punkte der diametral gegenüberliege 
entspricht. Die Transformation führt aber noch oo^ Kr 




Fig. 28. 



in sich selbst über, nämlich alle diejenigen, welche d 
Kreis (30) in den Endpunkten eines Durchmessers des letzte 
schneiden. In der Tat ist dies der geometrische Sinn c 
Bedingung (24), welche für k = — rj die Form annimmt 

«2 + /?2 « r^ __y^ . 

Daß die Inversion mit negativer Potenz ebenfalls konfoi 
ist^ die Winkel erhSlt^ aber ihren Sinn ändert, folgt jel 
auch aus der soeben bewiesenen Zusammensetzung derselbe 
In betrefiP der durch die Gleichungen (10) auf S. 60 g 
gebenen Transformation mag noch hinzugefügt werden, daß di 
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selbe for k = + ri als Resultat einer gewöhnlichen Inversion 
und einer Spi^elung, die Winkel und ihren Sinn eriiXlt 
Reelle Doppelpunkte enthalt dieselbe cwei^ n&nlioh die 
Punkte x = ^r^ der X-Achse. Alle Kreiae dnrdi diese 
beiden Punkte gehen in sich selbst Ober. 

Die invariable Natur der Brennpunkte. 

37. Die Transformationen (10) und (14) hatten^ sowohl 
txd getrennte als auch auf vereinigte Ebenen bez<^n^ die 
Eigenschaft^ daß sie die Strahlenbüschel der imaginären 
Kreispunkte ineinander bzw. in sich überffihrten. Nun war 
aber ein Brennpunkt einer Kurve der reelle oder imagin&re 
Schnittpunkt zweier durch die Kreispunkte der betreffenden 
Ebene gehenden Tangenten dieser Kurve. Also geht er 
wieder in einen Brennpunkt der entsprechenden Kurve über. 
Nennen wir die in einer Inversion einer Kurve entsprechende 
Kurve kurz deren ^^verse^'^ so gilt mithin der Satz: 

In einer Inversion^ deren Mittelpunkt sich in 
bezug auf eine Kurve in aUgemeiner Lage befindet, 
transformieren sich die gewöhnlichen Brennpunkte 
einer Kurve in die der ,Jnversen". 

Für die singularen Brennpunkte, welche Schnittpunkte 
von in / oder J berührenden Tangenten waren, trifit dies 
nicht mehr zu. In der Tat entsprach ja auch in einer In- 
version z. B. dem Mittelpunkt eines Kreises nicht der Mittel- 
punkt des entsprechenden Kreises (34.). 

Nehmen wir beispielsweise einen Kegelschnitt, so ent- 
spricht ihm in einer Inversion eine rationale Kurve vierter 
Ordnung, welche in 0, 1, J Doppelpunkte besitzt^ also eine 
^bizirkulare'' Kurve. Im Inversionsmittelpunkt Ö sind reelle 
oder imaginäre Tangenten vorhanden, je nachdem der Kegel- 
Bcbnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. Für eine Parabel erhält 
üe Kurve vierter Ordnung in eine Spitze. Den vier Brenn- 
ponkten des Kegelschnittes entsprechen vier Brennpunkte der 
Korve vierter Chrdnung. Dieselbe läßt sich auch auf folgende 
Art erzeugen. Zu einem Punkte P des Kegelschnittes finden 
^ dodi den entsprechenden P' (Fig. 29 a), indem wir die Po- 
lare p von P in bezug auf den Inversionskreis mit der Linie OP 
^ F zum Schnitt bringen (vgl. 33.). Durchläuft nun P 
^ E^lschnitt, den wir kurz mit [P] bezeichnen wollen. 
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80 umhüllen die Polaren p einen zweiten K^elschnitt \p\ 
der in der polarreziproken Beziehung, die durch den Inversions- 
kreiB K^ bestimmt wird (G. T. 1. 115.), dem Kegelschnitte (JPj 
entspricht Die Punkte P^ geben dann weiter den Ort der 
Fu£punkte der von auf die Tangenten des Kegelschnittes \jp\ 
gefällten Senkrechten oder die sog. ,,Fufipunktkurve'' von 
[p] in bezug auf den Pol 0. 

Geht man umgekehrt von irgend einem Kegelschnitt [p] 
aus und konstruiert für als Pol die zugehörige FuBpunkt- 
kurve [P^ , so ist der Ort der Pole P ein Kegelschnitt^ der 
in der Inversion dem Orte \P\ entspricht Da die Kurve [ JP] 
von der vierten Ordnung , so muß sie also in Oj I^ J 
Doppelpunkte besitzen, damit ihr ein Kegelschnitt entsprechen 
kaim. Es folgt demnach: 

Die Inverse eines Kegelschnittes in bezug auf 
einen beliebigen Inversionsmittelpunkt ist identisch 
mit der Fufipunktkurve eines zweiten K^el- 
schnittes, wenn der Inversionsmittelpunkt als Pol 
derselben benutzt wird. Dieser zweite Kegelschnitt 
entspricht dem ersten polar-reziprok in bezug auf 
den Inversionskreis. 



Fig. 29 a. 

Eine weitere Spezialisierung tritt ein, wenn der Kegel- 
schnitt [PJ den Inversionsmittelpunkt zum Brennpunkt 
hat Unter dieser Voraussetzung berühren die Linien Ol 
und OJ diesen Kegelschnitt und rolglich (6., 28.) hat die ent- 
sprechende Kurve vierter Ordnung [P'] in /und «7* Spitzen. 
usk Punkte verhalt sie sich ebenso wie im aUgemeinen Falle. 
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Was nun die zweite Erzeugung dieser Kurven vierter 
Ordnung anbelangt^ so erkennt man leicht, daß nun anck 
der zweite Kegekchnitt [p] ein Kreis wird. Denn die 
Lmie Oly welche den K^elschnitt [P] berührt^ ist aaoh 
Tangente des Inversionskreises £J) und es entspricht ihr 
aIj>o der Berührungspunkt^ d. h. der Punkt I. Andererseüs 
gehen die Tangenten des Kegelschmttes [P] durch die 
reziprok-polare Beziehung Ober in die Punkte des Kegel- 



Fig. »b. 

Schnittes \p\ , folglich geht dieser Kegelschnitt durch / und 
auch durch J hindurch, muß demnach ein Elreis sein. Es 
ergibt sich: 

Die Inversen eines K^lschnitteSi der den In- 
versionsmittelpunkt zum Brennpunkt hat, sind iden- 
tisch mit den Fußpunktkurven des KreiBes. Sie 
haben in den Kreispunkten Spitzen und im Inversions- 
mittelpunkt einen Doppelpunkt mit imaginären 
oder reellen Tangenten oder eine Spitze, je nach- 
dem der Kegelschnitt eine Ellipse, Mjpdrbel oder 
Parabel ist. 

Die Flg. 29a, 29b, 29c zeigen diese drei Falle und 
die Lage des Kreises [p] und des Poles 0. 
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Fig. 29c 

Bober val hat diese Kurven nach dem altem Stephan 
Pascal^ dem Vater des Blaise Pascal, Pascal sehe ^^Schnecken'^ 
(Lima9on de Pascal) genannt. Die den XJbergang vermittelnde 
Kurve mit drei Spitzen (Fig. 29 c) heißt auch ^^erzkurve^' 
oder ,^ardioide". 

§ 11. Die anallagmatischen Kurven. 

Geometrische Erzeugung. 

38. Wir wollen femer noch die Frage beantworten^ 
wodurch sich die Kurven auszeichnen^ welche durch eine 
Inversion mit positiver oder negativer Potenz in sich über- 
geführt werden können. Für diese hat man nach Moutarjd (1) 
die Bezeichnung ^^allagmatische Kurven'^ in Anwendung 
gebracht, und wir haben bereits gesehen (34.), daß alle zum 
Inversionskreis orthogonalen Kreise die genannte Eigenschaft 
besitzen. Es zeigt sich nun aber, daß sich jede anallagmatische 
Kurve vermittele solcher Kreise in der Weise erzeugen läßt, 
daß sie als Enveloppe eines Systems solcher Kreise be- 
trachtet werden kann. 

In der Tat ist P ein Punkt einer in einer Inversion 
sich selbst entsprechenden Kurve f, V der entsprechende 
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Punkte 80 geht f natürlich aach durch P^. Alle 
durch P und JP' entsprechen sich nach dem frühem (34.) 
selbst und schneiden den Inversionskreis orthogonal. Unter 
den Kreisen dieses Büschels wird sich auch einer befinden^ 
der f in berührt Dieser muß dann auch in P' die 
Kurve f berühren. Denn da der Kreis und die Kurve in 
sich selbst übergehen, so wird auch dem zu P benachbarten 
Punkt des Kreises der an P^ unendlich benachbarte Punkt 
des gleichen Kreises zugewiesen sein. Der Kreis berührt 
mithin die Kurve f doppelt Beschreibt P die Kurve /*, so 
erhält man ein einfach unendliches System solcher Kreise 
und je zwei benachbarte derselben schneiden sich in zwei 
Punbben der Kurve f. Die letztere entsteht deshalb als 
Enveloppe dieser Kreise. Die Mittelpunkte derselben werden 
eine gewisse Kurve erfüllen, welche de la Gournerie (3) 
den Deferenten*) nannte, umgekehrt kann man den Mittel- 
punkt eines Kreises, der überdies den Inversionskreis stets 
orthogonal schneidet, auf einer beliebigen Kurve sich be- 
wegen lassen; die Enveloppe aller dieser Kreise ist dann 
eine anallagmatische Kurve. 

Ist im einfachsten Falle der Deferent eine Grerade g, 
80 bilden alle Kreise, deren Mittelpunkte auf g liegen und 
den Kreis Kq orthogonal schneiden, ein Kreisbüschel. Dessen 
Gmndpunkte sind reell G^ , 69^2 (Fig. 30), wenn g den 
Kreis Kq nicht in reellen Punkten trifft, und sie sind dann 
gleichzeitig die Grenzpunkte des durch Kq und g be- 
stimmten Kreisbüschels. Setzen wir jetzt aber voraus, g sei 
eine Tangente des Deferenten und G- ihr Berührungspunkt 
mit demselben, so werden zu den beiden üi G vereinigten 
Punkten des Deferenten Kreise gehören, die sich eben&ills 
in 6^1 uiid G^ schneiden, da ja alle Kreise, deren Mittel- 
punkte auf g liegen, diese E^enschaft besitzen: also sind 
G^ und 62 die Berührungspunkte des zu G gehörigen Kreises 



*) Die Bezeichnung ist der grieohisohen Astronomie entlehnt. 
Ein Planet, dessen ungleichförmige Bewegung um einen Punkt 
durch eine Kombination gleichförmiger Kreisbewegungen dar« 
gestellt werden sollte, wurde an einen Hilfskreis, den sog. yyEpi- 
zykePS versetzt, in welchem er sich gleichförmig zu bewegen 
nafcte, wfthrend gleichzeitig der Mittelpimkt des Epizykels sich in 
einem zweiten Kreise, dem „Deferenten^ oder „deferierenden 
Krdse'^ gleichförmig van jenen Punkt bewegte. 
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Fig. 80. 

mit der erzeugten anallagmatischen Kurve, und wir haben 
damit die Möglichkeit^ Punkte dieser Kurve zu konstruieren^ 
auf Grund des Satzes: 

Der um einen Punkt G des Def erenten als Mittel- 
punkt beschriebene, erzeugende Kreis einer anallag- 
matischen Kurve f berührt diese Kurve in zwei 
Punkten Oi und G^f welche auf der durch den 
Inversionsmittelpunkt zur Tangente g des Deferenten 
in G gezogenen Senkrechten symmetrisch gelegen sind. 

Orthogonale Kreise. 

39. Die oo^- Kreise einer Ebene, welche einen reellen 
oder imaginären Kreis orthogonal schneiden, bilden ein „Kreis- 
netz^: da eine analla^matische Kurve aus diesem Systeme 
von Kreisen ein einmch unendliches ausscheidet, so mufi 
noch kurz die Darstellung eines £[reisnetzes zur Sprache 
kommen. Ist ein Kreis Kq gegeben in der Form 

(1) :^ = a?«+y»-2aoa?-2feoy+i?o=0, 

so bedeuten o^ , &o <li® Koordinaten des immer reellen Mittel- 
punktes, Po ist die Potenz des Koordinatenanfangs und 

^ = «0 + 6? — Po 
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gibt den reellen oder rein imaginären Badius^ so daß der 
Kreis entweder reell oder imaginär ist Die drei Großen 
<h} ^9 Po töoDen wir als die einen Ejreis bestimmenden 
Koordinaten betrachten. Ein zweiter Kreis K^ oder 

(2) Ki = x^+y^-2a^x-'2\y+p^^0 
schneidet den ersten unter einem Winkel 0, fOr den 

(3) ^,0^^^o^+^hh-(Po+P.) 

2rori 

welcher Ausdruck sich ohne weiteres ergibt, wenn man be- 
rücksichtigty daß die Tangenten in einem Schnittpunkte der 
beiden Kreise den gleichen Winkel einschließen wie die vom 
Schnittpunkte nach den bezüglichen Mittelpunkten gehenden 
Radien. Die Betrachtung gilt unabhängig davon, ob die 
Schnittpunkte der Kreise reell sind oder nicht. Demnach 
schneiden sich die beiden Ejreise JTq und K^ orthogonal, wenn 

(4) 2ao(h + 2boh - (Po + Pi) ^0 . 

Ist der erste Kreis üq, &o , Pq fest, so besteht zwischen den 
Koordinaten (iifii,Pi eines jeden zu Kq orthogonalen Kreises 
dieser Zusammenhang, wodurch das Kreisnetz bestimmt ist. 
Wir wollen dies benutzen, um den Kreis eines Netzes 
zu bestinmien, der einen gegebenen Punkt a^ , b^ zum Mittel- 
punkt hat. Entnehmen wir den Wert von p^ aus (4), so 
wird die Gleichung dieses Kreises 

(x~ai)2 + (y~6i)«-<(ao-ai)2 + (6o-6i)*-^>=0. 
Ist also erstens Kq ein reeller Kreis, mithin 

^o = ao + *o— i>o>0, 

so ist der Radius r^ des zu % , i^ gehörigen Kreises des 
x^etzes 

und dies ist die Potenz des Punktes %, 6^ in bezug auf 
den Kreis Kq . Liegt der Punkt a^ , b^ außerhalb Kq , so 
ist die Potenz positiv, rf und damit auch der Kreis K^ reell, 
was ja auch geometrisch einleuchtet. Lie^ dagegen der 
Mittelpunkt (% , b^) innerhalb des Kreises Kq , so ist diese 
Potenz negativ, r^ wird rein imaginär und damit auch der 
zugehörige Kreis des Netzes. 

Doehlemann, Geometrische TraDsformationen. IL O 



80 sei 
so dafi 
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Ist aber zweitens K^^ ein imaginärer E^reis, folglich 

rg = ag + ?^ — Po<0, 

r,=(ao-ai)« + (6o-6i)« + iZ?. 

In diesem Falle ist mithin der zum Punkte a^^, b^ gehörige 
Kreis des Netzes stets reell und schneidet den Kreis mit 
dem Radius Bq in einem Durchmesser. (Vgl. 36.) 

Sind drei Ejreise Ki,K^, K^ gegeben durch ihre Koordi- 
naten a^, &i;i>i; ^2^ ^2 9 f>2f (hf hf Pb u°d ^U ein Kreis K^ 
diese drei orthogonal schneiden, so müssen dessen Koordi- 
naten Uq, bo, Po den drei entsprechenden Gleichungen (4) 
genügen. Sie sind dadurch eindeutig bestimmt. Es gibt 
also immer einen reellen oder imaginären Kreis^ der drei 
beliebig gegebene Kreise orthogonal schneidet. 

Sollen vier Kreise Ki zum gleichen Elreise E^ ortho- 
gonal sein, so folgt aus den vier entsprechenden Gleichun- 
gen (4) als Bedingung sofort 



(5) 
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JPi 
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<h 
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P» 
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a^ 


h 


Pi. 


1 



= 0. 



Abbildung der Kreise einer Ebene auf die Punkte 

des Baumes. Kreisgeometrie. 

40« Sind vier beliebige Kreise jEj- = in einer Ebene 
gegeben^ so läßt sich die Gleichung eines jeden weiteren 
Kreises dieser Ebene linear aus diesen vier Gleichungen zu- 
sammensetzen^ also auf die Form bringen: 

(6) XiK^ + X2K2 + XgKQ+x^K^='0 . 

Der Beweis dafür ist sofort zu erbringen^ wenn man diese 
Gleichung mit der des gegebenen weiteren Kreises vergleicht 
Man erhält zur Bestimmung der Verhältnisse der Xi drei 
lineare homogene Gleichungen. Die Gleichung (6) nimmt 
folgende Form an: 

{x^+y^)2:xi—2{X'i:aiXi+y'i:biX.}+i:piXi=^0 . (i= 1,2,3,4) 



§ 11. Die anallagmatisohen Kurven. 83 

Der Mittelpunkt des Kreises hat also die Koordinaten 



2Xi 2xi 

und sein Badias wird 

(üttiXt)^ + (Ubi a?,)2 — HXi Spi Xt 



r2 = 



i^a:,) 



2 



Bezeichnen wir den Zahler dieses Ausdrucks mit Bxxy so 
stellt derselbe eine quadratische Form der Xi vor und man 
erhält als Koeffizient des Gliedes XfXjt den Ausdruck 

80 daß 

(8) B^x = Sr^ci^i + 2raXi x^ . 

Betrachten wir jetzt die Xi als homogene Koordinaten eines 
Punktes im Baume^ so entspricht jedem Kreise der Ebene 
em Punkt des dreidimensionalen Raumes i^ und^ da zu jedem 
System der Xi andererseits nur ein Kreis gehört, auch jedem 
Punkte des R^ ein Kreis. 

Führen wir also in der Ebene eine geometrische Be- 
trachtung durchs bei welcher als Element der Kreis ein- 
geführt wird (Kreisgeometrie), so ist diese Geometrie auf die 
Punktgeometrie des R^ zurückgeführt 

Wollen wir in der Ebene Punkte betrachten, so müssen 
wir sie als Kreise vom Badius , also als Punktkreise ein- 
fahren. Nach der Gleichung (8) erfüllen dann aber die 
Bilder aller dieser Punktkreise eüie Flache zweiter Ordnung 
im JRq . Jeder Punkttransformation der Ebene entspricht im 
Kaume eine Transformation dieser Fläche Bxx in sich. Man 
zeigt leicht, daß die Transformation durch reziproke Badien 
einer linearen (projektiven) Transformation der Bxx i^ sioh 
(vgl. G. T. 1. 183 ff.) entspricht Wir gehen auf diesen Be- 
weis nicht ein, da wir diesen Satz später (126.) allgemeiner 
beweisen. Wir erwähnen ihn hier nur aus dem Grunde, 
Tun auf die späteren Betrachtungen über Kugelgeometrie vor- 
zubereiten. 

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, fügen wir nur die 
Bemerkung bei, daß sich die Abbildung der Kreise eine^ 

6* 
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Ebene auf die Punkte des Raumes in sehr verschiedener Art 
durchfuhren läßt Man kann z. B. jedem Punkte X, Y, Zdes 
Raumes den Kreis zuordnen, dessen Mittelpunkt die Pro- 
jektion des Raumpunktes auf die XF-Ebene ist und dessen 
Radius gleich dem Abstand Z des Punktes von der XT- 
Ebene, wobei noch der positiven Z- Achse ein bestimmter 
Drehungssinn der Ebene zuzuweisen ist. Es sind also dann 
die Koordinaten x^ y und der Radius r des Ejreises ge- 
geben durch 

x = X, y^Yy r = Z, 

Dies hat Fiedler in seiner „Cyklographie^' (Leipzig 1882) 
durchgeführt. 

Ordnen wir dagegen dem Raumpunkte Xj Y, Z den 
Ejreis mit imaginärem Radius iZ zu, so daß also 

x = X, y^Y^ r = iZj 

so erhält man eine andere Abbildung, die zu sehr eleganteni 
von Lie aufgestellten Sätzen fuhrt und die konformen Punkt- 
transformationen des Raumes als solche Berührungstransfor- 
mationen der Ebene erkennen läßt, welche jeden Kreis in 
einen Kreis überführen. Sophus Lie: Geometrie der Be- 
rührungstransformationen. 1. Band. Leipzig. 1896. Kap. 10. 

Das Kreisnetz. 

41. Bilden wir aus den Gleichungen dreier Kreise 
jE;- = das Netz 

wo die hi beliebige Zahlenwerte sein können, so stellt auch 
diese Gleichung wieder einen Kreis dar. Bezeichnen wir 
seine Koordinaten mit «4, ^4,1)4, so ergibt sich leicht, daß 
die Bedingung (5) für alle Werte fe erfüllt wird. Ist also K^ 
der Orthogonalkreis der Kreise X^ , jE^ , jE*, , so schneidet» 
dieser Ejreis K^ auch jeden Kreis K^ orthogonal, was für 
Werte ^1,^2»^ 9i\xQ\i annehmen mögen. 

Das als lineare Verbindung dreier Kreisgleichungen ab- 
geleitete Kreisnetz hat mithin die geometrische Eigenschaft^ 
daß seine sämtlichen Individuen einem reellen oder imaginären. 
Kreise orthogonal begegnen. 
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Aber aach die Koeffizienten Jci, k^, k^ lassen sich geo- 
metrisch anschaulich deuten. [Casey (2)]. Multiplizieren 
wir in der Determinante (5) die erste Kolonne mit — 2x, 
die zweite mit — 2y, die vierte mit a?' + y' und addieren 
sie zur dritten Kolonne, wobei x, y die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes der Ebene sein mögen, so stehen in dieser 
dritten Kolonne die Potenzen dieses Punktes in bezug auf 
die vier Kreise. Bezeichnen wir diese Potenzen mit K^, K^^ 
K^y K^j die Mittelpunkte der Kreise aber mit M^ , M^ , 
M^y Mq und entwickeln nach den Elementen der dritten 
Kolonne, so ergibt sich unter Benutzung der bekannten 
Formel für den Flächeninhalt des von drei Punkten ge- 
bildeten Dreieckes: 

Lassen wir den beliebigen Punkt Xf y auf den Kreis K^ fallen^ 
so wird £"4 = und es gilt für diese Punkte die Beziehung: 

Wählen wir jetzt M^ , M2 , M^ als Ecken eines Koordinaten- 
dreiecks und definieren h^^ h^y k^ in bezug auf dieses als 
Flächenkoordinaten (G. T. I. 23.), so daß also 

Iq\ = AM2 Mq M^ 
Qk,^AM,M,M, 
qTc^^^AM^M^M^y 

wo die Vorzeichen dieser Koordinaten durch den Sinn der 
Flächeninhalte bestimmt werden^ so wird die Gleichung des 
Kreises K^^ 

nnd für die Koeffizienten Ic^^h^yk^i&i damit eine geometrische 
Bedeutung gewonnen. Wir fassen dies wie folgt zusammen: 
Sind _ _ _ 

drei Kreise^ so schneidet jeder Kreis des Netzes 
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den Kreis K^, welcher zu diesen drei Kreisen orthogonal 
verläuft, ebenfalls orthogonal und die Zahlenwerte J^, k^, k^ 
können als die homogenen Flächenkoordinaten gedeutet 
werden^ welche der Mittelpunkt dieses Kreises in bezng 
auf das Dreieck der Mittelpunkte der gegebenen Kreise besitzt. 

Anallagmatische Erzeugung der bizirkularen 
Kurven vierter Ordnung. 

42« Um nun ein einfaches Beispiel für die anallagniatische 
Erzeugung einer Kurve zu geben, müssen wir als Deferenten 
einen Kegelschnitt nehmen. Denn eine Gerade g als Deferent 
Ueferte noch keine eigentUche Enveloppe, sondern ein Punkt- 
paar (38.). Die Zahlen ki, Tc^y ^ haben also dann einer 
quadratischen Gleichung zu genügen 

Auf diesem Kegelschnitt bewegt sich der Mittelpunkt de& 
erzeugenden Kreises. Schreiben wir 

so wird derselbe 

(10) K= liTi + ^Z, + ^3 = , 

während f und ri der Gleichung genügen 

(11) 9^ = «11 |2 + «23^' + 2013^17+ ... =0. 

Die Au%abe ist also, die Enveloppe des Kreises (10) zix 
bestimmen^ wenn zwischen den Parametern { und ri die 
Gleichung (11) besteht. Bilden wir 



und 



dK dK dfj 

Si ^ Sri dS 



so ergibt sich 

ri2) 



dK S(p dK S<p 

d^ Sri ÖT] 66 "~ 
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und die Enveloppe erhalten wir durch die Elimination von 
von { und 17 aus den drei Gleichungen (10), (11), (12). 

Statt dessen wendet man vorteilhaft die Methode der 
sogenannten unbestimmten Multiplikatoren an^ d. h. man 
bildet die Funktion 

(p + lK 
und von ihr die Ableitungen nach f und 97: 



(13) 



e^_^^eK 



dS 



öl 



0, 



4^+A-^=o. 



rj 



Sri 



Die Elimination von l aus diesen beiden Gleichungen führt 
wieder zu der Gleichung (12). Wir können also auch aus 
den drei Gleichungen (11), (13) und aus 

die Größen X, S> V eliminieren. 

Im vorUegenden Falle bUden wir 



(14) <p+2XE=^(p + 2XSKi + 2XriEi + 2XK^ = 



(15) ^ 



1 d{(p + 2XK) 



es 



(16) 



1 d{(p + 2XK) 



= »11 1 + «12 »7 + «18 + ^^1 = 



= «21 1 + «22 ^ + ^8 + ^^=0- 



2 dtj 

Aas diesen beiden Gleichungen leiten wir durch Multiplikation 
niit ^, bzw. fj die neue ab: 

«llfH «22 »7* + 2ai2 f 17 + »18 f + «28 ^ + f i-^ + ^ A-Si = 0, 

welche sich unter Benutzung von (11) und (10) auf 

m «31 f + «82 ^ + «38 + ^-S^ = 

reduziert Nehmen wir zu den Gleichungen (15), (16), (17) 
iioch (10) hinzu, so ergibt sich das Eliminationsresultat von 
^ftfly X sofort in der Form: 

«11 «12 «18 ^1 
«21 «22 «23 -^ 
«81 «82 «83 -^8 

K^ S^ Ki 



= 0. 



f 
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Ist a^^i die Unterdeterminante^ welche in der Determinante 
der aa zum Elemente an gehört, so können wir diese Determi- 
nante auch wie folgt entwickeln: 

Als Enveloppe unserer Kreisschar erhalten wir denmach 
eine Kurve vierter Ordnung. Man erkennt weiter leicht, 
daß sie die Kreispunkte zu Doppelpunkten hat. Denn fuhrt 
man die Ausdrücke für die Ki nach (2) in die obige Gleichung 
ein^ so erhält man folgende Form 

a{x^ + y^)^ + {x^ + y^)L^+L^ = 0, 

wo a eine Konstante, L^ ein linearer, L^ ein quadratischer 
Ausdruck mx,y. Homogen geschrieben erhalten wir demnach 

a(X2 + T^)^ + (X« + Y^)Li • U+ I^ ^"2 = . 

Nach bekannten Sätzen der Kurventheorie folgt aber dar- 
aus^ daß 

d. h. die Kreispunkte Doppelpunkte der Kurve sind. 

Jeder Kreis berührt die Enveloppe doppelt; die Schnitt- 
punkte des Deferenten 99 mit dem Inversionskreis liefern 
dann aber derartige Kreise vom Radius Null, also folgte 
daß diese Schnittpunkte Brennpunkte der bizirkularen Kurve 
vierter Ordnung sind. 

Die bizirkulare Kurve dritter Ordnung. 

43. Wenn der Deferent eine Parabel wird, so erniedrigt 
sich die Ordnung der entstehenden anallagmatischen Kurve. 
Schreiben wir 9? in der Form 

(20) y%^ + i^, + VÄ = , 

so ist bekannt, daß dieser Kegelschnitt die drei Seiten des 
F-Dreiecks berührt. Denn rationell gemacht lautet diese 
Gleichung 

^1 ^1 "T~ ^^ iS l" ^3 "'S """ ^^ ^2 \L 2 — ^^ ^3 ^*2 8 — ^^ ^3 ^^2 S ^^^ ^ 

und für die Schnittpunkte mit einer Seite des F.-Dreiecks, 
z. B. für hi = 0, erhält man daraus zwei zusammenfallende 
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Werte. In linienkoordinaten f i , {2 * h ^'^^ dann aber die 
Gleichung des Kegelschnittes (20) 



0, 
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oder entwic 
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(21) «8 f 1 f 2 + «2 f 1 f 8 + «1 f J f 8 = . 

Ersetzen wir hier f ^ , {, , f s bzw. durch JST^ ^ £^ , jE^ , so 
erhalten wir entsprechend der soeben gegebenen Ableitung 
die zugehörige anallagmatische Kurve. Diese wird also: 

(22) a^K^E, + a^K^E^ + a^K^K^^O. 

Stellen wir jetzt die Bedingung auf^ daß der Deferent 
eioe Parabel wird. Dann muß tp die unendlich ferne Gerade 
berühren. Deren Gleichung ist aber (G. T. I. 23.) 

d. h. ihre Koordinaten {^ verhalten sich wie 1:1:1. Soll 
für diese Werte die Gleichung (21) erfüllt werden, so muß 
also sein 

(23) «1 + o, + «8 = . 

Dies ist aber in (22) der Koeffizient von {x^ + y^y , so daß 
diese Gleichung die Form annimmt 

d. L man erhält eine zirkuläre Kurve dritter Ordnung, welche 
durch die Kreispunkte einfach hindurchgeht. 

Haben die Kreise K^f K^, K^ einen reellen Punkt P 
gemeinsam, so folgt schon aus der Form der Gleichung (19), 
daß er ein Doppelpunkt für die anallagmatische Kurve ist. 
Diese wird also rational. Alle Kreise des Netzes gehen 
durch den Punkt P hindurch, auf den sich der Orthogonal- 
kreis K^ reduziert. Die frühere Konstruktion (38.) liefert 
sofort die Eigenschaft, daß die Punkte Q der anallagmatischen 
Kqrve sich ei^eben, wenn man die von P auf die Tangenten 
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des Def erenten gefällten Senkrechten PS om die eigene Lange 
verlängert, so daß also PS = SQ. Dann ist aber der Ort 
der Punkte Q ähnlich und ähnlich gelegen zum Orte der 
Punkte S, d. h. zur Fußpunktkurve des Punktes P in bezug 
auf den Deferenten. Es sind also die anallagmatischen Kurven 
in diesem Falle wesentlich Fußpunktkurven für einen Kegel- 
schnitt. 

Weitere Eigenschaften der anallagmatischen Kurven 
findet man bei Loria: ^«Spezielle algebraische und tran- 
szendente ebene Kurven^, deutsche Ausg. von Schütte^ 
Leipzig 1902, S. 358 ff. erörtert. 

§ 12. Apparate zur meehanisehen Herstellung 

einer Inversion. 

Der Peaucelliersche Inversor. 

44« Der älteste Apparat, welcher mechanisch die Be- 
ziehung der Inversion herstellt, ist der vonPeaucellier (4, 5). 
Vier Stäbe von der Länge b sind durch Gelenke zu einem Bhom- 
bus PQP^Q^ verbunden (Fig. 31a und 31b), außerdem ist in 




Fig. 31a. 



den Ecken Q und Q^ noch ein aus den zwei gleich langen Stäben 
OQ = OQ' = a bestehendes Knie angeschlossen in der Art, 
daß also 0^ Py P' auf einer Geraden liegen. Dabei kann 
auf der Verlängerung von PP' angenommen werden (Fig. 31 a) 
yäer auch auf PP^ selbst (Fig. 31b), je nachdem a^sS. 
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Zeichnen wir mn Q als Mittelponkt mit b als Radius 
einen Kreis und bringen OQ mit ihm in R nnd S zum 
Schnitt^ so ist beide Male 

OP' 01^= OB 'OS 

und daraus folgt für die Fig. 31a 

(1) OP' OP' = a*-b*, 




dagegen für die Fig. 31b 

(2) OP . OP' = b^-aK 

Halten wir fest, während wir den Punkt P innerhalb der durch 
<ien Mechanismus vorgeschriebenen Grenzen auf einer Kurve 
führen, so beschreibt zufolge dieser Beziehung P' die inverse 
Kurve; im ersten Falle erhalten wir eine Inversion mit posi- 
tiver, im zweiten eine mit negativer Potenz» Doch können 
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wir ebensogut im ersten Falle P festhalten und die von 
und P^ durchlaufenen Figuren benutzen. 

Erreicht man z. B. durch Anbringung eines weiter^i 
Stabes, daß P einen durch gehenden E[reis beschreibt 
(Fig. 31a), so wird dadurch P' auf einer Geraden geführt 
Der Apparat verwandelt also diese kreisförmige Bewegung 
in eine geradlinige, er gibt eine mathematisch richtige Ge- 
radführung, während die berühmte von James Watt (1784) 
bei seiner Dampfmaschine angewandte nur eine angenäherte ist. 

Führt man den Punkt P auf einem Ejreise, der nahe 
an vorbeigeht, so beschreibt P' einen Kreis von großem 
Radius. 

Durch passende Verbindung zweier solcher Mechanismen 
hat PeaucelJüer auch für die Kegelschnitte, die Pascal sehe 
Schnecke, die Konchoide und Kissoide mechanische Erzeugungs- 
weisen gefunden. 

Der Hartsche Inversor. 

45. Ist AB CD ein gleichschenkliges Trapez (Fig. 32) 
also J.JB=CD = a, ÄC^BD==b und AD=\=BC, so 
hat das überschlagene Viereck AB CD, das aus in den 



Ecken durch Gelenke verbundenen Stäben zusammengesetzt 
ist und als gelenkiges Antiparallelogramm bezeichnet wird^ 
folgende bekaiinte Eigenschaft: 

Das Produkt der Diagonalen eines Ajitiparallelo- 
gramms ist konstant = der Differenz der Quadrate 
der Seiten. 
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Denn ziehen wir durch C eine Parallele za ÄB^ welche 
der Seite AD in £ b^^net» so ergibt sich wiederum mit 
Backsicht auf den Kreis, der C zum Mittelpunkte hat und 
düTch E und D gdit 

(1) AD'BC^ÄD* AE= 6* - a« . 

Ziehen wir jetzt in irgend einer Stellung zu den parallelen 
Diagonalen eine Parallele, welche die Seiten in 0, P, P^, Q 
triStf so liegen wegen der Prop<NrtionaIität der Seitenabschnitte 
diese vier Punkte bei jeder Stellung des Mechanismus in 
einer Parallelen zu den Diagonalen und es ist 

0P^_^ OP' ^ BO 

BC^ AB' AD'^ AB' 

also 

AIP 

oder nach (1) 

(3) OP^OP'^^^^^^fi-AO^BO. 

Es kann also anch dieser von Hart (7) erfundene Apparat 
dazu dienen, eine Inversion zu beschreiben; fixiert man den 
Punkt 0, so beschreiben P und P* entsprechende Kurven 
einer Inversion mit positiver Potenz. Hält man dagegen P 
fest, so liefern und P^ stets Punkte, die sich in einer 
Inversion mit negativer Potenz entsprechen. 

Der Inversor von Sylvester und Kempe. 

46. Diese Betrachtungen lassen sich nun noch sehr ver- 
aUgemeinem. Konstruieren wir über den Seiten eines ge- 
lenkigen Antiparallelogramms ähnliche Dreiecke ABOj DBP, 
DCQy ACP' in der durch Fig. 33 veranschaulichten Weise 
und &ssen die Ahnlichkeitstransformation ins Auge, welche 
in einer Drehung um den Winkel oi um den Punkt A besteht 
tmd AO m BO verwandelt. Dann fuhrt dieselbe OP' in 
BC über, so daß also OP' gegen BC um den Winkel a 
gedreht ist. Für D als Drehungspunkt einer zweiten Ahn- 
lichkeitstransformation folgt ebenso, daß PQ gegen BC den 
Winkel a bildet, also ist 

or^PQ. 
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In ähnlicher Weise ergibt sich 

OP^P'Q. 

Unter Berücksicbtigimg des Sinnes der Drehungen » nnd ß 
erkennt man femer, daß OP und OF" den Winkä ei + ß ein- 
Bohüflfien. 

Weiter ist aber 



und 



ASDP^AÄSO 
BD:BP=AB:BO, 
T 




Ganz io ähnlicher Weise finden w 
„„ BC-AO 



PO- PO- 



AS • 
ÄD-BC-AO-BO 



oder mit Rücksicht auf (1) 



(3) 



FO-fO: 



4>- 
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Damit ist aber der elegante Satz bewiesen: 

Die vier Ecken OPQP' der angefügten Dreiecke 
bilden in jeder Lage ein Parallelogramm von kon- 
stantem llacheninlialte. 

Fixieren wir wieder den Pmikt 0, so beschreiben 
demnach P und P^ inverse Figuren, von denen die eine 
g^n die andere um den Winkel (k + ß um das Inversions- 
zentram gedreht ist Dies ist der Inversor von Sylvester (6) 
und Kempe (8). 

Wie sich der Hartsche Inversor als spezieller Fall aus 
diesem Mechanismus ableiten läBt^ wird leicht zu übersehen 
sein. Für weitere Studien vergleiche man Burmester: 
Lehrbach der Kinematik, Leipzig 1886, S. 564 ff. 

Die Liversoren von Peaucellier, Hart und Sylvester- 
Kempe sind in einfacher Ausführung von Martin Schilling 
in E^Ue a. S. zu beziehen. 

Literatur zu § 11 und § 12. 
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m. Kapitel. 

Die Kreisverwandtschaft. 

§ 13. Zerlegung einer Ereisyerwandtschaft in einfachere 

Transformationen« 

Darstellung einer Punktverwandtschaft 
durch komplexe Variabein. 

47« Indem wir die unendlich fernen^ imaginäreii. 
Ejreispunkte als F.-Punkte wählten^ erhielten wir die nene 
quadratische Verwandtschaft der Inversion; außerdem 
ergab sich noch eine weitere Transformation, die aus der 
Inversion durch Hinzufügung einer Spiegelung abzuleiten 
war. Diese wurde durch die Gleichungen (10) oder auch 
(11) dargestellt (S. 60). Die Form der letzteren läßt es 
naheliegend erscheinen, statt der Variabein Xy y und x'y y^ 
deren Verbindungen 

z = x + iy y jei'=a;'+fy' 

einzuführen. Es wird dann 

1 ^ X — iy 1 _ x'—iy' 

T ~ a?2 + y2 ^ V~ x'^ + y'2 > 

und mit Rücksicht auf die Beziehung {x'^-{-y^){x'^-\-y^^)^h'^ 
lassen sich die zwei Gleichungen (11) durch die eine 
ersetzen: 

(1) z^^-. 

Bei der Transformation (14) dagegen ist eine solche Dar- 
stellung durch eine einzige Gleichung zwischen den neuen 
Variabein und z' nicht möglich. Damit gewinnen wir 
einen neuen Gesichtspimkt, indem wir jetzt ganz allgemein 
diejenigen Transformationen ins Auge fassen wollen, welclie 
sich in dieser Weise durch eine Gleichung zwischen den 
komplexen Variabein und 0' darstellen lassen. 

Haben wir in zwei Ebenen e und e^ je ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem angenommen, so können wir eine kom- 
plexe Zahl von der Form = x -\-iy durch den Punkt mit 
den rechtwinkligen Koordinaten Xy y repräsentieren, und um- 
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gekehrt gehört zu jedem Punkte der Ebene e dann eine be- 
stimmte komplexe Zahl. Ebenso verfahren wir in der Ebene e^ 
mit der komplexen Variabel 0^= x^+iy\ Soll nun durch 
eine algebraische Beziehung zwischen nnd 0^ eine ein-ein- 
deatige Punktverwandtschaft der Ebenen e und e' hergestellt 
werden, so maß diese Beziehung in bezug auf und 0' vom 
ersten Grade sein: Sie ist also eine bilineare Oleichung von 
der Form: 

(2) €00'-- ajer + djgf'— 6 = , 

wo a^b, c, d konstante Zahlenwerte sind. Ans ihr ergeben 
sich für 0^ und die Ausdrücke 

(3) e'=I^ bzw. . = ^:^^. 
^ ' *c0 + d C0 —a 

In dieser allgemeinen Transformation, welche jedem 
Werte der einen Yariabeln einen und nur einen Wert der 
andern Yariabeln und somit auch jedem Punkte der Ebene e 
einen Punkt der Ebene e' und umgekehrt zuordnet, ist die 
durch (1) gegebene Punktverwandtschaft ersichtlich als spe- 
zieller Fall enthalten, nämlich für 

a = 0, 6 = *, c=l, d — 0. 

Wir wollen nun die geometrische Natur der durch die 
allgemeine Gleichung (3) gegebenen Beziehung der beiden 
Punktfelder untersuchen und die für sie charakteristischen 
Eigenschaften kennen lernen. 

Formen wir (3) wie folgt um: 

hc — ad 
a ^■ 



c c0 + d ' 
und setzen wir der Reihe nach 

(4) 0"=c0 + d 

bc-- ad 

(5) .'"=Z^ = ^, 
80 wird schließlich 

(6) g' = z'" + y , 

Doehlemann, Geometrische Transformationen. IL 
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und die durch die aUgemeiue, linear gebrochene Substitution (3) 
gegebene Beziehung der beiden Ebenen laßt sich folglich er- 
setzen durch die Reihenfolge der Transformationen (4), (5) 
und (6). Die letztere ist ein spezieller Fall von (4), wir 
wenden uns also zunächst zur Untersuchung der Trans- 
formation (4) und der in ihr enthaltenen besonderen Fälle. 



Die kongruenten Abbildungen und die Ähnlichkeits- 
transformation. 

48. Betrachten wir zunächst den einfachsten Fall, 
d. h. die durch 

(7) z'=z + a 

gegebene Abbildung^ und schicken wir die allgemeine .Be- 
merkung voraus 9 daJB die geometrische Interpretation dieser 
Transformationen sich unmittelbar daraus ergibt, wie man 
in der Funktionentheorie*) die einfachsten arithmetischen 
Eechnungsoperationen für komplexe Zahlen definiert. Beide 
Ebenen e und e', sowie die beiden rechtwinkligen Ko- 
ordinatensysteme mögen 
der Einfachheit halber 
als zusammenfallend an- 
genommen werden. 

Die komplexe Kon- 
stante 

a = (K + iß 

von (7) wird dann durch 
einen Punkt Ä repräsen- 
tiert(Fig. 34), j? durch den 
Punkt Z; den Punkt Z', 
^ welcher den Wert 

darstellt, finden wir ohne weiteres, indem wir das Parallelo- 
gramm AOZZ' zeichnen oder — was das gleiche bedeutet — 
den „Vektor 0-4" seiner Länge und Richtung nach in Z 
antragen. Wir gelangen also ganz von selbst dazu, die 

*) Man vgl. etwa: Burkhardt: Einführung in die Theorie 
der analytischen Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 
2. Aufl. Leipzig 1903. 
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Fig. 84. 
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komplexen Zahlen als „Vektoren^ oder gerichtete Grofien 
aufzufassen^ d. L als den Ausdruck einer Fortbewegung um 
eine gewisse Strecke in einer gewissen Richtung. Alle 
Punkte Z' leiten wir demnach aus den Punkten Z ab unter 
Anwendung dieser durch den Punkt A festgelegten Parallel- 
verschiebung. Das System der Punkte Z' wird folglich 
kongruent, und zwar gleichsinnig zu dem der Punkte Z\ 
im Sinne der Mechanik stellt die Gleichung (7) eine ^^Parallel- 
verschiebung'' oder „Translation" des starren Systems der 
Punkte Z um den Vek- 
tor a dar. 

Es ist leicht, einen 
Apparat anzugeben, der 
mechanisch diese Ver- 
wandtschaft herstellt 
Wir haben z.B. nur nötig 
[Kempe (8) S. «5], zwei 
Gelenkparallelogramme 
ABCD und GBZZ 
mit einer gleichen Seite 
(Fig. 35) zusammenzu- 
fügen. Halten wir das 

Glied A3 fest, so bleibt ABZ'Z bei allen Verzerrungen 
des Mechanismus ein Parallelogranmi, und die Ecken Z 
mid Z' beschreiben solche Systeme. 

Ganz in der gleichen Weise wird aus der für die Mul- 
tiplikation komplexer Zahlen geltenden Regel unmittelbar 
die geometrische Natur der Transformation 




Fig. 8S. 



(8) 



z'==h0 



erschlossen werden können. Denn erscheinen e und h^ durch 
Modul und Argument dargestellt, in der- Form 

80 ist 

0'=: hg = rr^ {cos(9? + q>y) + imi{q> + (p^} , 

und der Punkt Z\ welcher he oder g' repräsentiert, wird 
gefunden, indem man (Fig. 36) das Argument q)^ von dem 

Vektor OZ aus anträgt und die Länge OZ'^rr^ macht. 



A^ H4.5?n 



--J 
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Schneidet man noch auf der positiven X-Achse die 
OA = 1 ab, so ist 

AOZZ' CO AOAB. 



Man erhält mithin das System der Punkte Z' aus dem dei- 
Punkte Zy indem man jeden Radiusvektor OZ zunächst udq: 
den unveränderlichen Winkel (p^ dreht und dann die mit r^_ 

multiplizierte Länge OZ anträgt Es ist das ebene System Z': 
also gleichsinnig ähnlich dem System Zy und ist der 




^pB 

.--V 



Fig. 86. 



im Endlichen gelegene Doppelpunkt der beiden Felder. Die 
Gleichung (8) stellt eine Ahnlichkeitstransformation dar 
(G. T. I. 96.). 

Ist h reell, also 9?^ == 0, so liegen die beiden Systeme 
perspektiv; wird der Modul von 6 oder r^ = 1 , während 
9?! § , so erhält man eine reine „Drehung" oder „Rotation'^ 
um den Punkt 0, und die Systeme sind wieder kon- 
gruent. 

Um die Ahnlichkeitstransformation (8), also die Mul- 
tiplikation mit einer komplexen Zahl, durch einen Gelenk- 
mechanismus zu realisieren, benutzt Kleiber [(9) S. 95] eine 
beliebige AnzahL ähnlicher Dreiecke — in der Fig. 37 sind 
tleren vier, A^A^H^^ A^A^B^^ A^A^H^^ A^Z'B^ gewählt — , 
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pdche durch die gezeichneten gelenkigen Parallelogramme 
Verbunden werden. Leicht beweist man dann, daß 

[t man also Ä^ fest, so beschreiben die Ecken Z und Z' 
iche Systeme. A^Ai/A^Bi gibt die Langenänderuney 
Drehung des einen Systems gegen das andere wird dur^ 
Winkel A^A^Bi gemessen. 

Nimmt man A^JB^ >= A^Äi , so liefert der Mechanismus 
||me reine ßotation. 







Fig. 87. 

Im einfachsten Falle, d. h. für zwei Dreiecke und ein Par- 
allelogramm, erhält man den zuerst von Sylvester [(6) S.95] 
und Kempe [(8) 8. 95] angegebenen sog. Plagiographen oder 
Pantographen. 

Damit ist nun auch die Transformation (4) geometrisch 
gedeutet: denn sie kann angesehen werden als das Resultat 
emer Parallelverschiebung (7) jund einer Ähnlichkeitstrans- 
formation (8), ist also eine Ahnlichkeitstransformation in 
allgemeiner Darstellung. Ihren Doppelpunkt erhalten wir, 
wenn wir ^==;^' setzen: er wird: 

d 

2^- . 

1 — - C 

Die Koordinatentransformation, dargestellt in 

komplexen Zahlen. 

49. Es mag hier die Bemerkung Platz finden, daß wir^ 

wie früher (G. T. 1. 194.), auch einen und denselben 

Punkt auf zwei veiiBcbiedene Koordinatensysteme \^2iV^\\!^\i 



102 ni. Die Ejreisverwandtschaffc. 

können. Dann werden einem Punkte zwei komplexe Zahlen 
zugeordnet^ und der Zusammenhang zwischen diesen kom- 
plexen Zahlen gibt wieder die Formeln der Koordinaten- 
transformation, nur in etwas anderer Gestalt 

Hat man zwei parallel gerichtete Koordinatensysteme X, Y 
und X\ Y' in der gleichen Ebene und sind a , ß die Ko- 
ordinaten des Nullpunktes des ersten in bezug auf das zweite, 
so gelten die Formeln 

Ist femer a = (x^ -{-ißy so ergibt sich daraus sofort 

als Ausdruck für die Parallelverschiebung 

Betrachten wir zwei rechtwinklige Koordinatensysteme 
mit gleichem Nullpunkte, von denen aber das eine gegen 
das andere um den Winkel <% gedreht ist, so ist 

x' = XQ0S(K — ^sina 

y' = ysina +ycosa • 
Setzen wir hier 

cosa + isina = c**, 

so lassen sich die obigen Formeln für die Drehung in der 
einen zusammenfassen 

JE?' = ß«« je? . 

Die allgemeine Koordinatentransformation endlich erscheint 
dann als Verbindung einer Parallelverschiebung mit einer 
Drehung in der Form 

jE?'= ^»g-\-a . 



A 
Die Transformation z' ^ — . 

z 

50. Die Verwanqitschaft (5) endlich, in der A eine 
komplexe Zahl sein wird, läßt sich darstellen durch die 
Ähnlichkeitstransformation 

z'^Az" 
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unter Hinzonahme der weitem Abbildung 

(9) ir--!. 

Dies ist aber, wie wir soeben (S. 96) sahen , eine Trans- 
formation durch reziproke Badien för £ «» 1 in Verbindung 
mit einer Umklappuug um die X-Achse. 

Damit ist nun aber auch das Besultat gewonnen, daB 
sich die allgemeine Abbildung (3) ersetzen läßt dorch zwei 
Ahnlichkeitstransformationen in Verbindung mit einer Trans- 
formation (1) und einer Parallelverschiebung. 

Nun fubren die Ahnlichkeitstransformationen — was 
ja selbstverständlich — jeden Kreis wieder in einen Kreis 
übex^ und auch der Transformation (1) kam diese Eigenschaft 
zuy wenn wir auch die Geraden als Kreise mit unendlich 
großem Kadius betrachten. Demnach hat die linear ge- 
brochene Substitution (3) überhaupt die Eigenschaft, 
jeden Kreis der einen Ebene wieder in einen Kreis 
der andern Ebene zu verwandeln. Diese Abbildung 
wurde deswegen von Möbius (1, 2, 3, 4) als „Kreis- 
verwandtschaft" bezeichnet. 

Femer lassen die betrachteten Ahnlichkeitstransforma- 
tionen, sowie die kongruenten Abbildungen die Winkel und 
ihren Sinn unverändert; das gleiche wurde in 36. von der 
Transformation (1) bewiesen. Folglich gibt auch die Kreis- 
verwandtschaft eine konforme, in den kleinsten Teilen 
ähnliche Abbildung^ wobei der Sinn der Winkel erhalten 
bleibt 

Führt man noch die Verbindung 

^ = x — iy 

in die Betrachtung ein, so läßt sich auch die durch die 
Gleichungen (14) (S. 60) gegebene Inversion vermittels der 
einzigen Gleichung 



zur Darstellung bringen. Allgemein gibt eine Gleichung 

(10) ^'=^^ 

cz + a 
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eine Yerwandtschaft^ die sich von der durch die GleichuDg (3) 
dargestellten nur dadurch unterscheidet, daß der Sinn der 
Winkel geändert ist. In der Tat führen wir durch Hinzu- 
nähme der Abbildung 

d. h. durch eine Spiegelung an der X-Achse diese Transformation 
auf die soeben behandelte zurück. Zu den Kreisverwandt- 
schaften im allgemeinen Sinne haben wir denmach auch die 
durch die Gleichung (10) definierten zu rechnen, und wir 
können nach dem Vorgange von Möbius zwischen direkten 
und indirekten Kreisverwandtschaften unterscheiden, je nach- 
dem der Sinn der Winkel erhalten oder geändert wird Im 
folgenden beschränken wir uns auf die Kreisverwandtschaften 
der ersten Art. 

Der unendlich ferne Punkt einer Ebene. 
Die Zentralpunkte; Doppelpunkte. 

51. Für einen unendlich fernen Punkt der Z- Ebene 
ist X = oo, y = ooy und es wird also auch z = oo. Nehmen 
wir jetzt keine Rücksicht darauf, daß die verschiedenen un- 
endlich fernen Punkte sich durch den endlichen Wert unteiv 
scheiden 9 den der Quotient y : x auch für die unendlich 
großen Werte der Variabein besitzt, so erhalten wir aas 
den Gleichungen (3) für z = oo bzw. ^e?' = oo die folgenden 
entsprechenden Wertepaare: 

^ = oo 8 = — 

c 

c 

Betrachten wir also bloß die komplexen Variabein, so 
können wir von „einem unendlich fernen Punkte einer 
Ebene^' sprechen, und diesen unendlich fernen Punkten TJ 
und Q' der Ebenen £ und e' entsprechen die endlichen 
Punkte JJ' und Q, welche Möbius „Zentralpunkte" nannte. 
Auch die frühere Anschauung führt uns zu diesen Punkten. 
Denn betrachten wir etwa die unendlich ferne Gerade der 
Z-Ebene, so wird dieselbe durch die Ahnlichkeitstransforma- 
tionen und Parallelverschiebungen, aus welchen sich die Kreis- 
verwanätBchait zusammensetzt, jedenfalls in sich selbst übep- 



\ 
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geführt. Die Transformation (9) aber, welche den wesentlichsten 
Bestandteil der Kreisverwandtschaft aosmachty ordnet der 
nnendlich fernen Geraden den Mittelpunkt des zagehorigen 
Inversionskreises zn. Folglich sind die Zentralpunkte Q 
und U^ auch diejenigen Punkte, welche nach Ausführong 
aller die Kreisverwandtschaft liefernden Transformationen 
der unendlich fernen Geraden der Z^- bzw. Z-£bene ent- 
sprechen. 

Jeder Geraden der einen Ebene wird mithin ein Kreis 
durch den Zentralpunkt der andern Ebene entsprechen. 

Liegen die beiden Ebenen aufeinander^ so liefert die 
Beziehung (2) sofort die Punkte^ welche mit ihren ent- 
sprechenden zusammenfallen oder kurz die Doppelpunkte, 
indem wir z =^z' setzen. Es ergibt sich dann die quadra- 
tische Gleichung 

cjef» + (d — a)jef — 6 = 0, 

und wir erhalten also zwei solche Doppelpunkte. Jedem 
Kreise durch diese beiden entspricht wieder ein Kreis durch 
die gleichen Punkte. 

Zwei kreisverwandte Ebenen liegen involutorisch, 
wenn in der Verwandtschaftsgleichung (2) 

a = — d, also a + df^O. 

Denn dann entspricht jedem Punkte der gleiche, man mag 
ihn zum einen oder andern System rechnen. Die geometrische 
Bedingung dafür besteht darin, daB irgend zwei Punkte der 
Verwandtschaft sich involutorisch entsprechen müssen. Ohne 
Beweis sei erwähnt, daß zwei kreisverwandte Ebenen sich 
stets in solche gegenseitige Lage bringen lassen, daß sie eine 
gewöhnliche Inversion bilden. 

Man beachte auch noch, daß bei einer eigentlichen Kreis- 
verwandtschaft, die von einer Ahnlichkeitstransformation ver- 
schieden ist, in der Reihe der die Abbildung ersetzenden 
Transformationen die Transformation (9), also auch die In- 
version nicht fehlen kann. Denn dies wäre nur möglich, 
wenn 

ad — 6c = 

wäre, während a^hjC^d als von Null verschieden an- 
genommen werden. Das Verschwinden dieser Substitutions- 
determinante würde aber wiederum ganz ebenso, wie in 



106 in. Die Kreisverwandtschaft. 

6. T. I. 45. dargetan ist, ein Ausarten der Verwandtschaft 
zur Folge haben. Die bisherigen Resultate fassen wir end- 
lich noch wie folgt zusammen: 

In zwei kreisverwandten Ebenen entspricht jeder 
Geraden des einen Feldes ein E^reis durch den Zentral- 
punkt des andern; jeder Geraden durch den einen 
Zentralpunkt eine Gerade durch den andern^ jedem 
beliebigen Kreis wieder ein Ereis. Irgend zwei 
Kurven schneiden sich unter dem gleichen Winkel 
wie die entsprechenden Kurven; die Abbildung ist 
eine konforme^ in den kleinsten Teilen ähnliche, 
und es bleibt auch der Sinn der Winkel erhalten. 

Es wäre femer leicht zu zeigen, daß eine Punkttrans- 
formation der Ebene, die jeden ELreis wieder in einen Elreis 
verwandelt, sich zusammensetzen muß aus Ahnlichkeitstrans- 
formationen und aus Inversionen. Damach stellt die Glei- 
chung (3) alle Punkttransformationen der Ebene dar, welche 
einen Kreis wieder in einen Kreis überführen, und da in (3) 
drei wesentliche komplexe Konstante auftreten, so gibt es cx>^ 
derartige Punkttransformationen. Sie bUden, wie die pro- 
jektiven Transformationen, eine Gruppe. 

§ 14. Das komplexe DoppelverhSltnis von vier Pnnkteii 

in der Ebene. 

Vier Punkte in der Ebene. 

52. Die durch die bilineare Beziehung zwischen z und z^ 
gegebene Analogie der Kreisverwandtschaft und der projek- 
tiven Beziehung der Grundgebilde erster Stufe läßt es als 
zweckmäßig erscheinen, auch den Begriff des Doppelverhält- 
nisses auf komplexe Werte auszudehnen. Hein formal bietet 
dies nicht die geringsten Schwierigkeiten. Besteht zwischen 
zwei Ebenen eine Kreisverwandtschaft^ ausgedrückt durch 
die Beziehung 

und entsprechen vier Punkten Z^, Z2, Z^, Z^ mit den 
Komplexen Werten z^, Z2, z^, z^^ die Punkte Zf , Z^y Zi, Z^ 
üs Repräsentanten der zugehörigen Werte ^i, 1^2, zi, zi, so 
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wild man genau wie froher (6. T. I. 44.) die Relation ab- 
leiten: 

^1 — ^3 . ^1 — ^A ^ — H . ^ — ^4, 

0^ — ^3 ^2 — S^ Z^ — Z^ Xfl — B^ 



(2) 



Es fragt sich jetzt aber, welche geometrische Dentnng 
einem solchen Doppelquotienten 



(3) 



(^1^2 ^8 ^4) = 






Zt 



z^ 



z. 



in bezug auf die Gruppe der vier Punkte Z^^ Z^, Z^^ Z^ 

zokonmit» Stellen wir die einzelnen Quotienten des Au&- 




Fig. 88. 

drucks (3) in der Ebene dar, so erhalten wir den Punkt, 
welcher die Differenz Bi—z^ repräsentiert, indem wir (Fig. 38) 
an den Vektor OZ^ den Vektor —z^ , d. h. Z^ ansetzen. 
Der dadurch sich ergebende Pmikt soll in der Figur kurz 
mit z^-- z^ bezeichnet werden. Ist dann r^g die Länge der 

Strecke Z^Z^ und (p^^ der Winkel, den sie mit der positiven 
X-Achse bildet, so wird 

^1 — ^8 ==" ^18 <C0S9Pi3 + i . sin^^ig) • 

Ganz in der gleichen Weise konstruieren wir den Punkt 
z^ — z^ als letzte £cke des durch OZ^Z^ bestimmten Parallelo- 
grammes und erhalten 
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wenn r^s die Entfernung Z^Z^ und 9^28 ^^^ Winkel dieser 
Sichtung mit der X-Achse. Daraus konstruieren wir unter 
Umkehrung der Kegel für die Multiplikation komplezeir 
Größen (8. 99) den Punkt 

^2 — ^3 ' 
indem wir den Winkel 

V = 9^18 — 9^28 == Z^^Z^ 

von der X-Achse aus in gleichem Sinne antragen und auf 
dessen zweiten Schenkel die Lange r^g : r^z abschneiden. Es 
ist also 



^1 — ^8 ^18 



{cosZg^gZi + i • sinZg^gZ^) . 



^2 — h ^28 

Ganz ebenso ergibt sich 

^^-?i = ^{008^2^4 Zi + i . sinZ2^4^> . 



^i — ^4 ^24 

und schließlich 



w 



^2 — ^8 ^2 — -^4 
^18 • ^28 



^14:^24 



{cos{ZXZi--ZXZi)+i'Sm{Z,2^Z^--Z^J^^Z^)} 



oder: 

Das komplexe Doppelverhältnis {^^ z^ h ^4) ^^^ vier (in 
zwei Gruppen geteilten) Punkten Z^, Zg , Z3 , Z^ einer 
Ebene hat einen Module der gleich ist dem Doppelverhältnis 
der Strecken, welche die beiden letzten Punkte mit den beiden 
ersten bilden und ein Argument = der Differenz der Winkel, 
welche die beiden letzten Punkte mit den beiden ersten ein- 
schließen. 

Entsprechen nun den Punkten Z^ , Zj , Z3 , Z4 in der 
Kreisverwandtschaft die Punkte Zf, Zj, Zg, Z4, so werden 
die Verbindungslinien der Punkte Z^ in Ejreise übergehen, 
die alle durch den Zentralpunkt IJ' des Feldes e' hindurch- 
gehen. Bezeichnen wir die Strecke Z[Z^ wieder mit r/s usf., 
so können wir für das Doppelverhältnis i^iei^i^O den ana- 
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logen Ansdnick bilden wie in (4) und die Gleichung (2) 
liefert dann folgende zwei Beziehungen zwischen den reellen 
Großen: 



• — / • / 



(5) 

femer 

(6) Z^Z^Z^ — Z^Z^Z^ =- Z[Z^Z^ — Z[Z'^Z^ 

oder: 

In zwei einander entsprechenden Pnnktquadrupeln 
kreisverwandter Ebenen sind die analog gebildeten 
Doppel Verhältnisse der Strecken und die entsprechen- 
den Winkeldifferenzen einander gleich. 

Eine Anwendung dieses Satzes. 

53. Sind vier Punkte Z^^ Z^y Z^y Z^ in der komplexen 
Ebene gegeben und konstruieren wir zu Z^ in bezug auf das 
Dreieck Z^Z^Z^ das Fußpunktdreieck ABC, so daß also 




Fig. 89. 



Ay B, C die Fußpunkte der von Z^ aus gefällten Senk- 
rechten (Fig. 39), so ergibt sich aus den Kreisvierecken AZ^ GZ^ 
bzw. BZ^ CZ^ , welche je zwei rechte Winkel enthalten, 

AC =r2^ • smZ^Z^ Zg 
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also 



« 
.* 



AC rj^ sinZ^ -^ Z^ r. 



24 ^18-S- 



Dies ist aber gerade der Modul von (;er^ ^2 % ^^ 

^z^z^z^ — -^ -- / 

Dieser Winkel gibt also das Argument des ob */ " j 

Verhältnisses. Bildet man die Ebene durch eine lii ""^*"" ' 
formation ab, so geht die Gruppe von vier Piinl"*''^ ' 
neue über, Z'^Z^Z^Z'^^ die Geraden der ersten "«"--*"■ 
wandeln sich in Kreise, aber das zu Z^ in hessi-^^*'*' - 
Dreieck Z[Zi^Zi gehörige Fußpunktdreieck Ä^aj^l-f — - ' 
Ecken natürlich nicht den Punkten A, By C er^^^ ' " ' 
bleibt nach der obigen Entwicklung zu ABC Shi'-^-^ 
folgt also folgender Satz von Schick (7): .>i.:, -. 

In kreisverwandten Ebenen oder bei linear"^ *'"" ^ 
formation der komplexen Ebene behält das V\ . 
dreieck jedes vierten Punktes in bezug auf d"'"'' 
eck der drei übrigen Punkte invariante JFoj -^l"^' 

Andere Deutung des komplexen Doppel-' -?^>* 

Verhältnisses. -"-* >^ - 

54, Unter Zuhilfenahme weiterer imaginärer Gebilde "^[' 
man das komplexe Doppelverhältnis von vier Punkten \^^. ' 
Ebene auch noch auf andere Weise deuten. Ist ^.*' 



*^>. 



(7) x + iy = X ^^^ . . 

ein Strahl durch den einen E^reispunkt J, wo A im ''-^ 
gemeinen eine komplexe Zahl sein wird, so wird dir^^-i 
Strahl von dem konjugierten Strahl in dem einzigen reei:.^;\, 
Punkte geschnitten, den er trägt. Dieser konjugierte Stn-iY-^ 
unterscheidet sich bloß durch das Vorzeichen von i von dtnj 
ersten, geht also durch den anderen Kreispunkt J. Es &^> ., 
a^f y^ der reelle Schnittpunkt, so ist also -^^^ 

und der erstgenannte Strahl kann geschrieben werden: 

x + iy-=x^ +iyi =^1, 



i-:^, 

'•«-.! 
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wobei Zi die komplexe Zahl, die zu dem reellen Ponkte 
x^y i/i gehört. Homogen geschrieben erhalten wir mithin 
die Gleichung 

aus der hervorgeht, daß a^^ als Parameter des Strahles (7) 
genommen werden kann. Vier Strahlen des Büschels I, die 
nach den reellen Punkten Z^, Z^, Z^j Z^ laufen, bUden dem- 
nach ein Doppelverhältnis, dessen Wert = {e^ z^ z^ z^. Legen 
wir durch 1 und die vier Punkte Zi einen Kegelschnitt, der 
naturlich selbst imaginär ist, so kann das komplexe Doppel- 
verhältnis {Zi z^ z^ Zi) auch ersetzt werden durch das Doppel- 
verhältnis der vier imaginären Strahlen, die von irgend einem 
Punkte dieses Kegelschnittes nach den vier Punkten Zi laufen. 
Können vier Punkte in einer Ebene nun auch eine 
solche Lage einnehmen, daß das von ihnen gebUdete Doppel- 
Verhältnis reell wird? Dazu ist notwendig und hinreichend, 
daß in (4) der mit i multiplizierte Ausdruck verschwindet, 
daß also 

Z^2^Z^ — Z^^^Z^^Jc7i. (* = 0, 1, 2...) 

Dies tritt offenbar nur ein, wenn die vier Punkte Zi auf 
einem Kreise gelegen sind. Dessen Peripherie wird durch 
die Punkte Z^ und Zg in zwei Bogen geteilt. Befinden sich Z^ 
und Z^ auf dem gleichen Bogen, so ist die obige Differenz Null, 
liegen sie auf verschiedenen Seiten der Sehne Z^Z^ , so nimmt 
die Differenz den Wert n an und geht in die Summe der 
Winkel über. Der Kegelschnitt durch I und die Punkte Zi 
geht auch durch den zweiten Kreispunkt und ist also dieser 
Kreis. Liegen noch spezieller die Punkte auf einer Geraden, 
80 erhalten wir aus (4) den Ausdruck für das gewöhnliche 
Doppelverhältnis. Es folgt also: 

Das komplexe Doppelverhältnis von vier Punkten 
einer Ebene wird reell immer und nur, wenn die 
vier Pimkte auf einem Kreise liegen und stimmt 
dann überein mit dem reellen Doppelverhältnis der 
vier Strahlen, die aus irgend einem Punkte des Kreises 
die vier Punkte projizieren. 

Beispielsweise werden wir vier Punkte Zi einer E 
als „harmonische^^ bezeichnen, wenn 

(^1^2 ^3^4) = -!. 
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Sie liegen dann stets aof einem Ejreise, und aus (4) ergibt; 
sich die Beziehung 

Andere Erzeugung einer Kreisverwandtschaft. 

55. Die Analogie zwischen der Kreisverwandtschaft und 
der projektiven Beziehung der Grundgebilde erster Stufe 
kommt weiter zum Ausdruck in dem Satze: 

Sind drei Punkte Z^, Z^, Z^ einer Ebene durch 
ihre Parameter g^j z^^ z^ gegeben, sowie eine be- 
liebige (komplexe) Zahl A, so gibt es bloß einen 
Punkt Z der Ebene, welcher mit den drei gegebenen 
Punkten ein Doppelverhaltnis vom Wert X bildet^ 
so daß also 

(^1 ^2 ^8 ^) = ^ • 

Denn diese Relation liefert sofort eine lineare Gleichung 
für Zj aus der sich also immer ein und nur ein solcher 
Punkt Z ermitteln läßt. Weiter schließen wir noch: 

Eine Kreisverwandtschaft zwischen zwei Ebenen 
ist bestimmt, wenn drei Punkten Z^j Z^y Z^ der 
einen drei beliebige Punkte Z[^ Zj, Z3 der zweiten 
Ebene zugewiesen werden. 

In der Tat, irgend ein Punkt Z des ersten Feldes be- 
stimmt mit Z^y Z^y Z^ ein bestimmtes Doppel Verhältnis; der 
entsprechende Punkt Z' muß mit Zf, Zj, Z^ ein Doppel- 
verhältnis vom gleichen Werte bilden, also gilt die Beziehung 

^1 "" ^8 . ^1 — ^ __ ^1 -— ^3 , ^1 — ^' 
^2—^8 * ^2 — ^ "" ^2 — ^3 * ^2 — ^' * 

Dies ist bereits die bilineare Gleichung, welche die Kreis- 
verwandtschaft bestimmt. Die weitere Ausführung wurde 
schon G. T. L 48. erledigt. 

Literatur zu § 13 und § 14. 

1. Möbius: Über eine Methode, tun von Belationen, welche der 
Longimetrie angehören, zu entsprechenden Sätzen der Plani- 
metrie zu gelangen. Leipz. Ber. Bd. 4. 1852. S. 41 — 54, auch 
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abgedrnoki im J. fttr Maib. Bd. 52. 1856. S. 229-243 oder 
Möbius Gos. Werke. Bd. 2. Leipsig 1886. S. 189-204. 
% — Über eine neue YerwandtBohaft xwisohen ebenen Figuren. 
Leipz. Ber. Bd. 5. 1858. 8. 14—24, auch abgedruckt im J. fOr 
MaÖL Bd. 52. 1856. S. 218— 228. Gea. Werke. Bd. 2. S. 205— 218. 
B. — Über die Inrolution Ton Punkten in einer Ebene. Leips. 
Ber. Bd. 5. 1858. 8.176—190. Gea. Werke. Bd. 2. a219— 286, 

4. — Die Theorie der Kreiarerwandtachaft in rein geometriacher 
Darstellung. Leipi. Abh. Bd. 2. 1855. B. 529—595. Gea. Werke. 
Bd. 2. S. 243— 814. 

5. Siebeok: Über die graphiache DarateUung imagin&rer Funk- 
tionen. J. fOr Math. Bd. 55. 1858. & 221—253. 

S. Study: Daa ApoUoniache Problem. Math. Ann. Bd. 49. 1897. 
S. 497—542. 

7. Schick: Beziehungen zwiachen laogonalzentrik und Invari- 
antentheorie. Münch. Ber. Bd. 80. 1900. B. 249—272. 

8. y. Weber: Zur Theorie der Slreiaverwandtachaften in der 
Ebene. Münch. Ber. Bd. 31. 1901. B. 367—408. 



§ 15. Die durch eine allgemeine Funktion 
einer komplexen Yertuderliclien gegebene Abbildung. 

Definition einer Funktion einer komplexen Ver- 
änderlichen. 



l 



56. Die Ereisverwandtschaft ist der einfachste Tjpua 
emer großen Klasse von durohw^ konformen Abbildungen^ 
die sich aas dem Besriff der Funktion einer komplexen Ver- 
hderlichen ableiten lassen. Ist 

und 

(1) to = u + iv , 

Wo u und V ganz beliebige Funktionen von x und y, so 
Wäre die Große w mittelbar auch von g abhangig, also 
eine Funktion von 0. Man pflegt aber mit dieser Bezeich- 
Unng einen engeren Süin zu verbinden und nennt to dann 
eine Funktion der komplexen Veränderlichen 0, wenn x 
Und y auf der rechten Seite von w bloß in der Verbindung 
^ + iy vorkommen, so daß also to als ein Ausdruck in 
dargestellt oder wenigstens gedacht werden kann« Dafür 
kann man nun aber aaob eine andere Bedingoü^ ^VnS^äus^Ti) 

DoehlemBBB, Geometriaehe Transformationen. IL ^ 



114 HL Die Kreisverwandisohalt. 

die sich auf den DÜFerentialquotienten von to nach £ be- 
sieht Eb ist nämlich 

du; du + tdt; dx 



«la: + |^rfy + <{|^«i«+-|^dy) 



rf« dx + tdy dx + idif 

öw 6t; /5i# . dt;\ dy 

^ dx * dx \dy dy) dx 

Dieser Ausdruck wird im allgemeinen natfirlich von -^ 

ax 

abhingig sein. Setsen wir aber voraus, daß u und v den 

Gleichungen genügen 

du dv du _ dv 

^ ' dx ^ dy ^ dy "^ dx 

und ersetzen wir mittels derselben die partiellen Ableitungen 
von V durch die von u , so föllt in dem obigen Bruche der 
Nenner hinaus und es wird 

dw du . du 
(3) 'dz^Jx'^^'&y' 

unter diesen Voraussetzungen ist also der Differential- 
quotient --=— von --=^ und mithin auch von dz unabhängig. 
a0 dx 

Nun beweist man in der Funktionentheorie: Soll w im obigen 
Sinne eine Funktion von sein, so ist diese Forderung 
gleichbedeutend mit der andern, daß der Differentialquotient 
von w nach z von d0 nicht abhängig ist und die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die eine oder andere Eigen- 
schaft besteht darin, daß u und v den Gleichungen (2) genügen. 
Aber auch u diaif nicht ganz willkürlich gewählt werden 
und ebensowenig v; denn durch Differentiation der Glei- 
chungen (2) nach x bzw. nach y ergibt sich sofort 

d^u d^u d^v d^v 

^^^ 'd^'^'d^^^' "ö^ + 'e^^^* 

u und V müssen also diesen sog. Laplace sehen Differential- 
gleichungen genügen. 
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Konforme Natur der Abbildung. 

57. Bringen wir die Werte der Funktion w in einer 
neuen Ebene, der TF^Ebene, cur Darstellung, indem wir u 
und V als rechtwinklige Koordinaten benuteen, so wird durch 
(1) eine Abbildung der Z-Ebene auf die TF-Ebene vermittelty 
indem wir einem Punkte Z mit den Koordinaten x , y den 
Punkt W mit den Koordinaten u, v zuordnen. Die Ab- 
bOdung wird natärlich nicht ein-eindeutig sein, doch können 
wir davon zunächst absehen, indem wir zwei einander ent- 
sprechende Punkte Z und W und deren Nachbargebiete 
betrachten. Den zu Z unendlich benachbarten Punkten Z% Z'' 



Z'Fbene 



W'Ehene 




u 




.40 a. 



Fig. iSb. 



werden dann Punkte TP, W in der Nachbarschaft von W 
entsprechen (Fig. 40). Ist nun w Funktion von j9, sind also 

die Bedingungen (2) erfüllt, so hat der Differentialquotient --=- 

dz 

eben von Ab unabhängigen Wert. Wir wollen weiter die 
Annahme machen, daß ffir den betrachteten Punkt Z der 
Wert dieses Differentialquotienten nicht oder oc ist, was 
ja doch nur für gewisse besondere, singulare Punkte der Fall 
sem wird. Dann sind die Vektoren ZZ' y ZZ" ^ TTTT', 
yrW" gegeben durch 

djBf' = j^' — jBf , dvo' = w' — tu 

und gemäß unseren beiden Voraussetzungen haben wir 

dw dvo' dw" 



dz dz' 



dz 



// 



8 
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oder 



iß' — w 8' — e 



W" — IT z" — » 



Dies besagt aber wieder, daß die unendlich kleinen Dreiecke 
ZZ'Z" und WWW gleichsinnig ahnlich sind (veL S. 107). 
Glenfigt also die Funktion ao den Laplace sehen GHeicfaungen 
— ein expliziter Ausdruck ffir w braucht gar nicht bekannt 
cu sein — so ist die durch vd vermittelte Abbildung in der 
Nachbarschaft zweier entsprechenden Punkte konform. Aus- 
zunehmen sind bei diesem Beweise nur solche Punkte, ffir 

welche -3— einen der Werte oder oo annimmt 
dz 

Der Mafistab ffir die Abbildung ändert sich mit der 

Lage der beiden entsprechenden! unendlich kleinen Gebiete: 

er hanfft eben, wie wir zeigen wollen, ab von dem Werte 

des Dinerentialquotienten in dem betrachteten Punkte. In 

der Tat setzen wir 

dw 

-^ = JS(oosv + tsinv^) , 

so ist der Modul ü nach (3) 



Nun ist aber 

du; »r« d« + idv == ü(cosv' + \mi\^){^x + idy) 

folglich 

.^v { du^ 22(006^; • dx — siny; • dy) 

I rfv = i2(sinv; • dx + cosy • d\f) . 



Bezeichnen wir mit ds die Länge ZZ' ^ mit fp den Winkeli 
den diese Strecke mit der positiven X-Achse bUdet, so ist 

dx =s ds • oo8g? , dy =^ ds • &iaq) , 

und die Gleichungen (6) gehen fiber in 

, v.^ « Bds . coB{(p + %p) 



(du^ 
\ dt;« 



Bds • 8in{q} + tp) . 
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Daraus eigibt sich 

rffi« + dv^ = ü« d5« = dS* y 
wenn dB die Länge des Vektors WW . Polglich wird 

dS 



ds 



^B. 



£s gibt also der Modul B das Verhältnis entsprechender 
Ldnienelemente, d. h. den Längenmaßstab der Abbildung. 
Aber auch das Argument y) in dem Ausdruck fQr den Diffe- 
rentialquotienten können wir ohne weiteres geometrisch deuten. 
Denn die Gleichungen (7) drücken aus, daß das Linien- 
element WW gegen die ü"- Achse unter dem Winkel ip + fp 
geneigt^ also gegen das Element ZZ^ um den Winkel tp ge- 
dreht ist, wobei wir die beiden Koordinatensysteme als parallel 
orientiert voraussetzen. Dieser Winkel tp mißt also über- 
haupt die Drehung des einen Gebietes gegen das andere. 
Es hat sich denmach gezeigt: 

Jede durch eine Funktion w einer komplexen 
Veränderlichen z definierte Abbildung ist in den 
kleinsten Teilen ähnlich oder konform. Der Modul 

des Differentialquotienten --r— an der betreffenden 

Stelle gibt den Maßstab der Abbildung, das Argu- 
ment desselben die Drehung des einen Gebietes 
gegen das entsprechende der andern Ebene. Eine 
Ausnahme tritt nur ein für die Punkte, in denen 
dieser Differentialquotient die Werte oder oc an- 
nimmt. 

Isothermische Kurvensjsteme. 

58. Es sei wieder die TT-Ebene auf die Z-Ebene ab- 
gebildet durch die Funktion 

to^u + iv = <p{xy) + i • y}{xy) . 

Ziehen wir in der TF-Ebene Parallele zur F- Achse 
und zwar alle voneinander im gleichen Abstände, so daß die 
Gleichungen dieser Parallelen gegeben sind durch 
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fügen wir femer hinzu Parallele zur U'Aohse, alle im gleichen 
Abstände by deren Gleichungen also 

v = bf t?«-26, t; = 36. . . usf. , 

so teilen diese Greraden die Tf^Ebene in lauter untereinander 
ähnliche Rechtecke. Durch Einschaltung der Geraden, welche 

den Abstanden — , -r • • • tt > ~r ^' entsprechen, können 

2 4^4 

wir die Rechtecke beliebig verkleüiem. Jede Gerade des 
einen Systems trifft jede Gerade des andern Systems recht- 
winklig, d. h. die beiden Scharen von Geradem bilden ein 
Orthogonalsystem. 

Suchen wir nun die diesen Geraden in der <^Ebene 
entsprechenden Kurven auf, so sind dieselben g^eben durch 

Da die Abbildung konform ist, so schneiden sich auch diese 
Kurven fiberall rechtwinklig. Die Gebiete, in welche die 
Z-Ebene durch dies Kurvensystem zerlegt wird, sind fOr 
endliche Abstände a und b natürlich keine Rechtecke. Sie 
werden sich aber der Rechteeksform um so mehr nahem, Je 
dichter wir die Parallelen in der TF-Ebene anordnen. Da 
nun jedes derartige Rechteck der Z-Ebene zum entsprechenden 
der TT-Ebene älbdich ist^ da femer alle Rechtecke der W- 
Ebene untereinander ähnlich sind, so wird also auch das 
zweite Kurvensystem unter der geraachten Voraussetzung 
die Z-Ebene in untereinander ähnliche Rechtecke einteilen. 
Wählen wir a = b, so erhalten wir in beiden Ebenen 
eine Einteilung in unendlich kleine Quadrate. Ein derartiges 
Orthogonalsystem hat die Eigenschaft^ daß es in der Form 

u = q){xy) = konst. 

dargestellt werden kann und daß es der Laplaceschen Gleichung 

genügt Lam6 hat ein solches System mit Rücksicht auf 
die später zu erwähnende phys&alische Eigenschaft als 
^,isotnermisch'' bezeichnet, wofür jetzt auch der Ausdruck 
hometriadi gebraucht ydrd. 
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Eiin ein&ches derartiges EurvensTstem können wir aus 
den Greraden eines StrahlenbOsobels und ans konsentrischen 
Kreisen ableiten. Die Bedingung, daß das von swei unend- 
lich benachbarten Strahlen und von iwei aufeinanderfolgenden 
Kreisen gebildete Beohteek ein Quadrat ist^ 

rdq> = dr 
und daraus 

r — Ä*' + konst 




we^^ 1/ I I I 1 I I 



■ta^ 



Fig. 41. 



Die Diagonalpunkte des Systems (Fig. 41) müssen also auf 
logarithimschen Spiralen angeordnet sein. Ist a irgend ein 
Winkel, so werden demnach die Badien der Kreise 



wenn 






die zugehöri^n Drehungswinkel sind. Wahlen wir für « 
eben hbreichend kleinen Wert, so können wir, ausübend 
von den Strahlen, die kleinen Quadrate und damit die zu- 
gehörigen Kreise und die logarithmischen Spiralen mit be- 
liebiger Genauigkeit konstruieren. 



1 
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Singulare Punkte der Abbildung. 

59. Bei dem Beweise für die Konformität der Ab- 
bildung, wie sie durch eine Funktion w einer komplexen 
Veränderlichen e hergestellt wurde, mußten wir solche Punkte 

ausnehmen, in denen •-=— den Wert oder oo annahm. Es 

ist nun noch zu untersuchen, wie sich die Abbildung in 
diesen Punkten tatsächlich verhält, wobei wir uns auf die 

Stellen beschränken, für welche -r- = : denn ist -^r— = oo , 

d0 de 

so nimmt der DiSerentialquotient ■^— wieder den Wert an. 

Gleichzeitig werden diese Punkte für das System der Kurven 
u = konst. und v » kons! von Bedeutung sein. 

Setzen wir allgemeiner voraus, daß für einen Punkt 

e^ 8q nicht bloß der erste Differentialquotient --?— ver- 
schwindet, sondern daß alle Differentialquotienten bis zum 
{k — l)-ten diese Eligenschaft haben, während 

Fflr einen dem Punkte s^ benachbarten Punkt b erhalten 
wir dann die Entwicklung 



(^ 






und in nnseim Falle 

«'-«'«--nfc!— l-d^j„+--- 

Beschränken wir uns auf das erste Glied der Entwicklung 
und setzen 

z^ gQ^r{ oosq) + i sing?) , 
so wird 

f<; — fc;^^ =s [coq{Jc<p) + ism{kq?)] . 
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Es entspricht alao einem Aigoment q> im Punkte jer « j^ oder 
2^ ein jt-&ch so eroßer Winkel im entsprechenden Punkte Wq 
der TF^Ebene oder: Betrachtet man irgend xwei Elemente 
durch den Punkt Zq, so entsprechen ihnen zwei Elemente 
durch den Punkt Wq , welche den ib-fachen Winkel bilden. 
An Stelle der Konformität tritt also in einem solchen 
Punkte eine Ausdehnung der Winkel auf das X:-fache. Der 
Punkt TTo der TF-EIbene ist ein (A; — l)-&cher Yerzweigungs- 
oder Windungspunkt in dieser Ebene^ entsprechend dem Um- 
stände, daB — Mq durch eine 
Wurzel vom Grade k sich 
darstellt. 

Das Verhalten der Kur- 
yen u = c und v=» c in der 
iSahe des Punktes Zq , den 
wir jetet mm Nullpunkt 
irahlen wollen, so daß jer^ » 
m setzen, ergibt sich ohne 
weiteres, da sich die rechte 
Seite ja auf 

cosl <p + i sinifc (p = 

reduziert. W ir erhalten ibSich- 

toDgen für die Kurven u=c 

und ebenso h Richtungen für Fig. 42. 

die Kurven t;»c, und diese 

2i Strahlen teüen die Ebene in 4X; gleiche Winkel je von 

der Größe ^^ , wobei die u- und t?-Sichtungen immer ab- 

wechselnd aufeinanderfolgen. Die schematische Fig. 42 
zeigt den Fall ifc »= 3 , die Kurven u = c sind ausgezogen, 
die Kurven v = c punktiert; von beiden Systemen sind je 
einige benachbarte JKurven angedeutet. In dem Punkte Zq 
dardisetzen sich die beiden Knrvensysteme nicht mehr durch- 
weg orthi^nal. 

Unendlichkeitsstellen der Funktion w. 

80. Eiudlich wollen wir noch die Punkte der Z-Ebene 
betrachten, für welche die Funktion w unendlich große 
Werte annimmt^ und untersuchen, wie sich die t«- und 




122 



HL Die Kreisverwandisohaft. 



v-Eurven in der Nähe eines solchen Punktes verhalten. 
Wir beschranken uns auf die einfachsten Fälle und nehmen 
den betrachteten Punkt als Koordinatenan£ang, so daß ihm 
der Wert jer — entspricht. 

Dann kann to zunächst logarithmisch unendlich werden, 
also von der Form sein 

w^Ä' logg + A^ + Äi0 + A^0^ + ... + ÄnS^ . 

F6r kleine Werte von z, d. h. in der Nähe des Nullpunktes, 
können wir dafür folglich nehmen 

to = Ä logjer , 

doch ist zu unterscheiden, ob Ä reell, rein imaginär oder 

komplex ist. 

Ist Ä reell und setzen wir 

jP = r {co&g? + i sin 97) = r • 6^^ , 

\>v \ \ so wird 

to = Älogr + Ai<p , 

I ' I I also sind die Kurvensysteme 
gegeben durch 

Ä logr = u = konst. 

und 

Ag? ^v = konst 

Die u- Kurven sind mithin 

Kreise um den Nullpunkt, die 

t^Kurven Gerade durch denselben (Fig. 43). Wir w^en 

übrigens die durch den Logarithmus gegebene Abbildung 

als Beispiel noch genauer erörtern. (Vgl. 64.) 

Ist A rein imaginär, etwa a ~ i A , so wird 

M? = i A logr — A 9? , 
und es eigibt sich 

A 9? = tt » konst. imd A logr = v = konst. 

Es sind folglich jetzt umgekehrt die u- Kurven Gerade, die 
t^Kurven Kreise (Fig. 44). 

Ist endlieh der Koeffizient von logis komplex, also von 
der Form A + iA, so wird 

to = -4 logr — A99 + *(Alogr + A<p) , 






Fig. 4a 
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Tmd das KurrenqrBtem geht Aber io 
Xlogr — A91 = H — konst nnd Alogr + Äip — v ^koiut. 
01. Bei einer algebniachen UoendKchkeitastaUe nimmt 

it im einficluten Fälle die 

Fonn an 

+ ... +J.*-. 
Für kleine Werte von g 
dfiifen wir demnach die 
FnnktitRi ersetsen doidi 



Bringen wir die komplexe 

Große A auf Form 

Ä = Q (co8 « + • sin«) — g . «*« 

and fähren wir ein nenes Koordinatens^ 




tensvstem X', Y' ein, welcbes 
mn den Winkel ec gogea das erst« getueht ist, so wird (vgl. 49.) 

# = «'"«', 
■0 daß sidi schließlidi, 
wenn wieder e statt g' 
geachriebeD wird, die 
«nfachere Darstellung 



= |-.(coBy - 



iD9>). 



Ke beiden Kurven- 
ijateme sind 

— -coBfi — u •=> konst. 



} 
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nnd stellen Kreise vor, welche die T- bzw. X-Achse zur 
gemeinsamen Tangente haben (Fig. 4ö). Dies folgt übrigens 
auch ans dem Früheren (vgL 47.). 
Ist w von der Form 

* 

so berühren die Kurven u = konst., v <= konst. je k unter 
gleichen Winkeln geneigte Gerade. Endlich würde die 
Funktion 

eine Übereinanderlagerung dieser Singularitäten liefern. Be- 
treffs weiterer Ausführungen verweisen wir auf die Schrift 
von Felix Klein (6). 

Einige Beispiele. 

62. Ist 

«; = ««, 

so bestehen zwischen den rechtwinkligen Koordinaten in 
beiden Ebenen die Beziehungen 

fi = ip« — y«, v = 2xy 
V 2xy X 



u a;» -- y« ^ _ iyV * 



Dem System der Parallelen zu den Koordinatenachsen in 
der TF-Ebene 

entsprechen in der Z-Ebene die gleichseitigen Hyperbeln 

a:« — y« = a, 2xy = b, 

welche sich orthogonal durchsetzen (Fig. 46 a). Andererseits 
gehen die Parallelen 

X = Ä , •/ = 7? 
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der ^Ebene über in die Parabeln 

4il* 4JB* 

Bringt man dieselben auf die Form 

u2 + t;« = (i« — 2^«)« bzw. u« + t;« = (ii + 2B«)«, 

80 erkennt man, daß sie je ein konfokales System bilden. 
Der Nullpunkt ist der gemeinsame Brennpunkt, die I7-Achse 
gemeinsame Achse. Das erste System dieser Parabeln öffnet 
ich nacsh rechts in der Biditung der positiven u, das zweite 
nach links. Jede Parabel des einen Systems schneidet jede 
des andern orthc^nal (Fig. 46 b). 

Um die singularen Punkte der Abbildong zu finden, 
bilden wir 

dw . ^ 

-=— = 2jef. 
de 

ß=0, d. h. der Koordinatenanfang ist also ein singularer 
Punkt; ihm entspricht der Nullpunkt der TF-£bene. In den 
beiden Nullpunkten ist demnacn die Abbildong nicht mehr 
konform. Setzen wir 

jer = r (cosq) + i smq)) 
w ^ Q* (cosy + ♦ sinv>) = r* (co82 g? + i8in2g?) , 

80 ersieht man, daß irgend zwei Richtungen durch den Null- 
punkt der Z- Ebene in zwei andere durch den Nullpunkt 
der TT^Ebene übereehen^ welche den doppelten Winkel 
einschließen. Es bUdet sich folglich z. B. die Halbebene, 
welche zu Punkten mit positiven y gehört^ in die ganze 
Tf-Ebene ab. 

Die t^ bzw. t^Kurven durch den Nullpunkt sind 

a;* — y* = und 2 a;y = , 

also die X- und F-Achse, in Verbindung mit der Winkel- 
balbierenden, wie es sich für k^l aus 59. ergibt Endlich 
entspricht dem unendlich fernen Punkte j? « oo der ^Ebene 
der unendlich ferne Punkt w^oo der Tf^Ebene^ und beide 
sind ebenfalls singulare Punkte. 
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98. Um die uiu schon bekannte TnnsConnatioii 



(vf^ 8. 96) mit onsera g^enwftrligea HUfamitteln za i 
Sachen, setEen wir 

M = r ■ (ooBf) + • Bin^)) 



w — ß • (coev' + » sin v) = — (oos?) - 



\n<p). 
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Das einfachete OrthogonalsTstem, das vir angeben k&UMD^ 
besteht in den Geraden durch den Nnllpnnkt der Z-'E^teaa 
and den Kreisen um denselben. Ihnen entsprechen wieder 
Gerade nnd Kreise der W-Ebene von der Reichen E^ensdwft 
Um die Zoordnimg der einzekten Gebiete bessv ca fiber- 
sehen, sind in Fig. 47a vier Kreise geseiohoet mit den 
" " ^,1,2,3; ihnen entB^satäufik. m 4aic W- Ebene 
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f%. 47b) die vier Eröm mit den Radien 2, 1, \, \. Die 
Gnaden Z, U bis VIII gehen in die rieic^ beseiähnetra 
les andern Feldea Über. Die eininder entapncbenden 
Sebiete, welche von diesen Kreisen and Geraden b^renzt 
iraden, sind mit den gjeiclien arabischen Ziffern beieiafanet. 




Hg. «b. 

Betrachtet man einen beliebig gel^enen StrahlenbfiAchel 
der Z-'E3xae, sowie das System der Kreise, die am seinen 
Mittelpimkt als Zentrum beschrieben werden können, so 
tnlden die entsprechenden Kreise der TF-Ebene zwei ortho- 
;;onale Büschel Es mag als Übong empfohlen werden, 
fhnlioh wie in den Figuren 47 die entsprechenden Gebiete 
der dadurch entstehenden Einteilung an&usaohen. 

lÄe Ablnldung ist konform; um die Größe des MaB- 
' itabes m Erhalten, bilden wir 

dw_^_J^_ 1 

<& s* r'(coa2<p + t8in^9^ 



128 
oder 
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■57 - 7f • <«>8(^ — 29) + ism{n — 2<p)). 



Die LSngenändening eines linienelementes betrSgt also - 
die eines Fläohenelementes --r- ; in unmittelbarer Nähe < 



ZSöene 




Fig. 47 a. 



Einheitskreises gelegene Flachenelemente werden in k 
graente abgebildet (32.). Femer zeigt die obige Fon 
daß die Drehung eines Flachenelementes gegen das e 
sprechende gegeben ist durch den Winkel 71 — 2q), ^ 
sich auch geometrisch bestätigen läßt durch weitere A 
fnhmng der Fig. 26. 

Dem Nullpunkte der Z- Ebene {z = 0) entspricht 
unendlich ferne Punkt der W-Ebeni^ (yo « Q] und dem N 
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punkte der Tf^Ebene der unendlich ferne Ponkt der J^Sbene; 
gleichzeitig wird für diese Werte von der Differential- 

quotient -^— bzw. 00 . Die Umgebungen der beiden Null- 

punkte sind folglich die einzigen Stellen der beiden Ebenen, 
in denen die Konformität der Abbildung eine Unterbrechung 
erleidet. Jedes dieser Gebiete wird in das Unendlichfeme 
ausgedehnt, so daß eine unendlich große Yerzerrung statt* 

findet. 



W-Mefie 




Fig. 47 b. 



64. Als Beispiel einer transzendenten Funktion be- 
trachten wir enidlich noch die Abbildung 



Setzen wir 



w =* log;? . 



z =^ r • (COS93 + i sin^?) = r • c'V , 



und ist h eine positive ganze Zahl^ so gilt die Beziehung 

f»\ni ^ cos2i;7r + i&m2k7i = 1 . 

Boehlemaniii Greometrische Transformationen. IL 9 
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Moltiplmco«!! wir die rechte Seite der obigen Gleiohung 
nooh mit dieser GiC£e, so wird 

logg = logr + i{tp + 2kn), 
also 

w = log(« + iy) - log ya:* + y» + i-arctg-^ . 

Der natßrliohe LogaritluDaB einer kiHnptexen QröSe ist also 
anendlich vieldeutig mit der Periode 2nt. Die Paralleln 
Eur ü~ bEw. F-Aohse in der TT-Ebene gehen mithin üb^ in 
die KnrrensTsteme 

- konst. und ip + 2kit = V'= konst. 




Fig. 4HK. 

Wir denken uns also zunächst die 1^-Ebene in Streifoi 

rdlel zur f7-Achse von der Höhe 2 n zerlegt (Pig. 48b). 
jedem solchen Streifen nimmt die Funktion aUe ihre 
Werte an, und wir beschränken uns in der Figur auf dn 
ersten Streifen, der dem Werte Ä = entspricht. 

Zeichnen wir ein quadratisches Netz in der TF-Ebene, 
indem wir u und v die Werte 



0, 1- 
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pb«o, Kt eilialtoii wir Ut r and f> biw. 



12 ' 



2j. 
12 ' 



3» 
12 ' 



är 



IKese Kreise und Gerade Inlden wieder ein iMnuetarisohM 
Neti, d. h. fOr binreioheDd kleine Werte der ÄtwUnde der 
Fmdlelen der W-Ebene teilen sie •och 
£e Z-Ebene in kleine Quidrate (Fig. 48 a). 

Ziehen wir in der TF- Ebene irgend 
dne Gerade, so schneidet diese aOe 
Putdlelen je unter dem n&nlichen 
Winkel. Da die Abbildnng konform, 
Bo wird auch die der Geraden in der 
^Ebene entsprechende Kurve alle un- 
tere Kreise and Gerade durch den NoH- 
pnokt je unter dem gleichen Winkel 
idmeiden. Auf die Bedeutung dieser 
Abbildnng für die Kartographie werden 
vir später einsugehen haben (121.). In 
des E^guren 45 sind noch für den der 
F-ichse anliegenden ersten Parallel- 
streifen die entsprechenden Gebiete der 
t>«deD Ebenen wieder durch arabische 
Ziffern kenntlich gemacht Da femer 

dw 1 1 , ... 



du 



Ffg.«Bb. 



I 90 tritt eine UnterbrechuDg der Kon- 
formität bloS ffir den Nullpunkt (2=0) 
und den unendlich fernen Punkt (2=1x1) 
OD. Weitere Beispiele findet man in 
HolzmQller: Einführung in die Theorie 
der isogonalen Verwandtschaften und die konformen Ab- 
bildungen, verbunden mit Anwendungen auf mathematiscbe 
Physik, Leipzig 1 882, wo auch zahlreiche Literatur angegeben ist. 

Anwendungen in der matbematischen Physik. 
65. Die L^Iaceschen DifFereDtialgleichnngen (4) S. 114 
spielen in den rer»cluedeiisten Gebieten der t\\MT^isfihfai 
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Physik eine*Bolle. Hat man z. B. ein System von Massen, 
die nach dem Newton sehen Gravitationsgesetz wirken und 
ist V das Potential iigend eines außerhalb dieser Massen 
gelegenen Punktes, so genügt V der Differentialgleichnng 

dx^ "^ dy^ -"^ de^ "" " • 

V s= koDst. stellt dann das System der Niveauflächen vor, 
und die Kraftlinien stehen überall senkrecht auf ihnen. 
Etwas ÄhDliches gilt für Flüssigkeitsbewegungen, die darch 
Kräfte hervorgerufen werden, welche eine Kräftefunktion 
besitzen. Setzen wir nämlich voraus, daß die Bew^ong 
ohne Rotation vor sich geht, so existiert bei einer solchen 
Bewegung ein Geschwindigkeitspotential ^, d. h. die Ge- 
schwindigkeitskomponenten eines Teilchens der Flüssigkeit 
sind Differentialquotienten dieser Funktion q) . Ist die Flüssig- 
keit weiter inkompressibel^ so genügt <p der Gleichung 

^V , ^ , _^ _ o 

und man kann umgekehrt behaupten^ daß jede Losung dieser 
Gleichung eine mögliche Bewegung der Flüssigkeit liefert. 
Betrachten wir den speziellen Fall, daß die Flüssigkeit 
sich in einer Ebene^ der XF-Ebene, bewegt oder parallel zu 
derselben und setzen wir noch voraus, daß die Bew^nng 
eine stationäre ist; so reduziert sich diese Gleichung auf 

dx^ '^ dy^ ^ ' 

welche direkt die Bedingung dafür gibt, daß die in einem 
unendlich kleinen Rechteck mit den Seiten dx und dy ent- 
haltene Flüssigkeitsmenge unveränderlich ist. Jede Losung 
dieser Gleichung gibt aber wieder eine mögliche Bewegung 
der Flüssigkeit 

War nun to = u+ iv eine Funktion von 0^ so mußten 
(56.) sowohl tt als t; die Laplacesche Gleichung befriedigen. 
Man kann also den Satz aussprechen: 

Sind X, y die Koordinaten eines Flüssigkeits- 
teilchens und ist w irgend eine (stetige) Funktion 



§ 15. Die durch eine allgem. Funktion w{g) gegelK Abbildung. 133 

von g, 80 liefert sowohl der reelle Teil u als auoh 
der mit i multiplizierte v das Gesohwindigkeits« 
Potential einer möglichen Bewegung. 

Wählen wir u als Gesohwindiekeitspotential, so sind 
f« = konst. die Niveaulinien, v»konst gibt unter dieser 
Yoraussetzung die überall zu den ersteren orthogonalen 
Stromlinien, in denen die Bewegung oder Strömung vor 
sich geht. Dementsprechend sind in den Figuren 42 bis 46 
die Stromlinien durch Pfeile angedeutet. Die Unstetigkeits- 
pnnkte von to müssen wir dann als Stellen auffassen , in 
denen die Flüssigkeit ein- oder austritt (Quellpunkte) , wie 
z. B. in Fig. 42 und 43, oder die Flüssigkeit strömt in 
Kreisen um einen solchen Punkt herum, Fig. 44 (Wirbd- 
punkte). 

Helmholtz (2) hat diese Methode benutzt, um zum 
ersten Male die Gestalt eines freien Flüssigkeitsstrahles in 
einem speziellen Falle zu bestimmen, und Kirchhoff (3) 
gab dafür weitere Beispiele. Auch auf die Bewegung der 
Elektrizität kann man, wie Maxwell (4) gezeigt hat, diese 
Betrachtungen anwenden und ebenso auf die Warmeströmung^ 
in welch letzterem Falle an Stelle des Potentials die Temt« 
peratur tritt. 

Literatur zu § 15. 
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IV. Kapitel 

Die aUgemeinm, biratioiialeii TransformatioiiMi 

in der Ebene. 

§ 16. Die F. -Systeme und die durch sie besttminten 

Kuryeniietze. 

Die festen Sohnittpunkte der Karvensysteme. 

66. Nachdem die linearen Transformationen^ d. h. Kol- 
lineation und Korrelation, some die quadratischen Verwandt- 
schaften ausführlich behandelt worden sind, können wir jetzt 
die allgemeine Frage untersuchen: 

Wie kann man zwei Ebenen ein-eindeutig Punkt für 
Punkt aufeinander abbilden, wenn einer geraden Linie in 
der einen Ebene als Ort in der andern eine algebraische 
Kurve von gegebener Ordnung n entsprechen soll? 

Bezeichnen wir die beiden Ebenen mit e bzw. e^ so 
muß also jedem Punkte P oder (^ > ^ > ^) ein Punkt P^ 
mit den Koordinaten ^i^^i^z^ zugeordnet sein, weldie sich 
(vgL G. T. 1. 111.) in folgender Form darstellen; 

(1) e^i'^^ii^f^»^)' (i = l,2,3) 

Dabei sind die q)i eindeutige, algebraische, ganze homogene 
Funktionen iM^en Grades. Diese rationale Substitution fahrt 
dann eine Gerade a' der Ebene /, deren Gleichung 

«1^1 + 02^ + 03^8 = 

ist, über in die Kurve 9»-ter Ordnung 

(2) g?a = «l^l +«2^2 +«3^8==0. 

Soll femer in der gleichen Weise jedem Punkte xi ein und 
nur ein Punkt :z;«- entsprechen, so müssen die Gleichungen (1) 
auch nach x^, x^, x^ aufgelöst eine rationale Substitution 
liefern, so daJB also 

<3) f^X4--'yji{xi,xi, xS)y (t = l,2,3) 

wo die tpi ganze, homogene, rationale Funktionen in-ten 
Grades. Wir zeigen zunächst, daß jedenfalls m = n sein 
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iQ« In der Tat ordnet die Substitation (3) einer beliebigen 
eraden l der Ebene e, d. h. der Gleiobong 

ine Kurve fii*ter Ordnung zu 

4) y,"» = hWi + ky^i + hWs ^ , 

and wegen der vorausgesetzten eindeutigen Zuordnung der 
Punkte der beiden Felder müssen die Schnittpunkte von a^ 
und tp{^ den Schnittpunkten von (jffi und l bzw. entsprechen, 
was nur mSgUch ist, wenn m^n. Den oo> Geraden der 
Ebene e entspricht also das System (2) der Kurven 9, wie 
es sich für alle möglichen Werte der Größen a{y 02, o, ergibt, 
und den Geraden der Ebene e ist das Sjrstem (4) von Kurven y; 
sugeordnet. 

Sdmeiden sich nun zwei Gerade a^ und b' der Ebene e' 

bixi + bixi + bixi=^0 

in einem Punkte P^, so würden diesem Punkte in e die 
ti* Schnittpunkte der zwei Kurven 

entsprechen. Soll aber dem Punkte P^ ein einziger Punkt P 
zQgewiesen sein, so müssen von diesen n' Schnittpunkten 
fo^lich n*^ 1 von vornherein fest, d. h. für alle Kurven 
des Systems (2) gemeinsam sein. Auch die Kurven qt^^O, 
% = 0y 9>3==0 müssen durch diepe festen Punkte hindurch- 
gehen; denn sie entsprechen ja den Werten 02=0, ai^O nsw. 
Ganz in der gleichen Weise mufi das System (4) der Kurven tp 
n'— 1 feste gemeinsame Durchschnittspnnkte besitzen. 

67. Wir wollen diese wichtige Eigenschaft der beiden 
Karvensysteme (2) und (4) auch auf analytischem Wege 
ableiten. 

Gehen wir aus von der rationalen Substitution (1) und 
setzen lediglich voraus, daß sie die ebenfalls rationale tJm- 
kehrnng (3) gestattet, so erhalten wir zunäobsb e\iv^ Idfisiilx&l^ 
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wenn wir in (1) die aus (3) sich ergebenden Werte einführen^ 
d h. es wird 

wobei X' eine Funktion von Xi, x^^ x^. Ganz ebenso e^ 
halten wir aus (3) durch Einführung der Werte (1) 

Wi{^i y 9^2 y 9>z) = ^iph > ^ > ^) • ^o (* == 1> 2, 3) 

wenn wir mit X eine Funktion von x^, oc^^ x^ bezeichneo« 
Dann wird aber 

«i^iCV'o W%y Wz) + <^9^i{Wi y Wi yWz) + <^9s{Wi y WifWa) 

= X'{xi, xi, x^ . {aixi + aixi + aixl^. 

Es sei jetzt f^, f,, f, einer der Schnittpunkte der zwei 
Kurven (pa und (pi^ so daß er den Gleichungen genügt: 

«l>l(fl ^2 fs) + «2>2(fl f? fs) + oiMSi fj fs) = 

6l>l(fl ^2 fs) + 62>2(fl f2 fs) + 6i9^(fl ff fs) = . 

Ib^ fii ^2; ^3 ^^ AU8 (1) 8i<^h ergebende, zu {^ , f, , {^ ge- 
hörige Wertsystem, so gelten auch die Beziehungen 

und die beiden letzten Gleichungen liefern in Yerbindang 
mit der obigen Identität: 

öi>i(Vi y Wi y Wz) + <=^<P%{W\. > Wt y Wz) + «sVsCv^i y V»* Wz) 

6i9>i(Vi I V'2 y Wz) + 62>2(v'i , \p2 y Wz) + 6s9^(Vi , V« > W 

= X'(f(, f,', f30{6i'« + 62'«+ 6«Ä)- 
Diese beiden Gleichungen können nun nur erfüllt werdet 

a) dadurch, daß X'{i[Si,^Si = oder 

b) indem die beiden Gleichungen bestehen: 

aifi + a2'f2 + «3f3 = 
Ist im ersten Falle 
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;eiid eine andere Kurve des Systems (2), so wird 

dd dieser Ausdruck verschwindet also ebenfalls, d. h. diese 
lurve (fc geht auch durch f^ , f, , fg hindurch. 

Im Falle b) dagegen geht die beliebige Kurve ipc nicht 
arch diesen Punkt {i> fsi fg; ^^^ ^^ entsprechender 

^unkt fi, f2> fs ist d^r Sclmittpunkt der Geraden ya/f/=«0 
ind ^biSi = 0. Es ist also gezeigt: Durch die sämtlichen 

^hnittpunkte zweier Kurven 9?« und ^5 des Systems (2) 
nit Ausnahme eines einzigen gehen auch alle andern Kurven 
^OD (2) hindurch; dieser einzige variable Schnittpunkt da- 
ngen entspricht dem Schnittpunkte der beiden Geraden, die 
ien Kurven q>a mid 9^ in der andern Ebene zugewiesen sind. 

Die festen Punkte, welche die Kurvensysteme (2) und (4) 
^mein haben, brauchen natörlich nicht lauter einfache Punkte 
m diese Kurven zu sein. Allgemeiner werden wir vielmehr 
mnefamen müssen, daß ein sdcher gemeinsamer Punkt für 
dle Kurven des Systems von höherer, aber gleicher Viel* 
^uMieit ist Dabei muß beachtet weiden, daß ein Punkte 
in dem zwei {-fache Punkte zweier Kurven zusammenfallen, 
im aDgemeinen für i^ Schnittpunkte der beiden Kurven zählt 

bt denmach a^ die Anzahl der einfachen, a^ die An- 
zahl der Doppelpunkte, . ;. ai die Anzahl der i-fachen Punkte, 
welche alle Kurven des Systems (2) gemein haben, so gilt 
die Beziehung ,^«-1 

(5) Va,t* = n» — 1. 




Hier ist die Smnme über aUe gemeinsamen vielfachen Punkte 
£Q erstrecken, und es wurde als größter möglicher Wert 
^ = n— 1 angegeben, weil eine Kurve n-ter Ordnung, ohne 
ZQ zerfallen, höchstens einen (n — l)-fachen Punkt besitzen 
kann. 

Ein Punkt A4 von der Eigenschaft, daß alle Kurven (^ 
i&ihm einen t-fachen Punkt besitzen, soll ein Fundamental- 
Pnnkt i-ter Ordnung heißen und die Zahl i seine Ord-^ 
UngBZBhh 
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Gams in der gleichen Weise müssen die drei Kiirvez& 
V^i «= » Vs » ^ v's » und infolgedessen dann samilic&e 
Kurven des Systems (4) so viel feste Schnittpunkte gemein 
haben, daß für irgend zwei der Kurven nur ein Schnitl>- 
punkt beweglich bleibt. Oehen also durch einen Punkt A^ 
alle diese Kurven ^'-mal hindurch und gibt es (x/ derartige 
F.-Punkte in der Ebene t'^ so hat man 

(50 ^W^^^'^ - n^ - 1 , 

wo die Summe über sämtliche F.-Punkte der Ebene e^ su 
erstrecken ist. 



Die Kurvensysteme bilden je ein Netz. 

68« Aber noch eine Bedingung müssen die Kurven- 
systeme (2) und (4) erfüllen: Soll jeder Geraden je eine 
Kurve dieser Svsteme entsprechen, so ist es notwendig, daß 
durch zwei beliebig angenommene Punkte eine Kurve des 
betreflPenden Systems gerade bestimmt ist, wie ja auch durch 
die zwei entsprechenden Punkte nur eine Gerade gelegt 
werden kann. Setzen wir als bekannt voraus, daß eine 

Ktv. ^ Orfn^g d»ch 5fe+^ ^ b«to,t 

wird und daß weiter ein i-facher Punkt einer Kurve hin- 

sichtlich der Bestimmung derselben für ^ — '- Punkte 
zahlt, so ergibt sich demmudi: 



,6) %ie±i) - ^ifc±a - 2 



f = lt-l 

• = 1 

und entsprechend für das andere Feld 



Sind diese Bedingungen erfüllt, so bilden die Kurven (2) 
bzw. (4) in jeder Ebene ein cx><-faches System oder ein 
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Hetz. Durah Verinndong von (3) und (6) bsw. (50 und (60 
blgt femer noch 

(7) '^^i,i = 3(n - 1) 

(70 'Z"i'/-3(n--l). 

Nan übersehen wir» worauf es bei Herstellung einer Ab- 
bildung der besprochenen Art ankommt: Wir haben drei 
Kurven <Pi9 <Pif (Ps zu bestimmen mit vielfachen Punkten, 
welche Anl Gleichungen (6) und (6) genügen. Algebraisch 
besteht die Au^be darin, ganze Zahlen i und »4 auuufinden, 
weldie diese Gleichungen erfOllen. Dabei mag aber sofort 
bemerkt werden, daß nicht jedes Svstem von Zahlen, das 
diese Bedingungen erfüllt, auch zur Bestimmung von Kurven 
eines Netzes dienen kann. Denn es ist möglich, daß sich 
keine Kurve auffinden läßt, welche die entsprechenden viel- 
tüghen Punkte besitzt, so z. B. wenn sich für ^m-i ^ 
Zahlenwert >1 ergeben hat 

Sind aber drei Kurven n-ter Ordnung q?i von der ver- 
ka^tan Eigenschaft gefunden, so bilden wir aus ihnen das 
Ketz (2) und ordnen jeder Kurve desselben diejenige Ge- 
rade zu, welche die gleichen Koeffizienten besitzt Dadurch 
ist die ein-eindeutige Abbildung vollständig bestimmt, und 
das Kurvennetz tp^ der Ebene e' ist damit ebenfalls schon 
festgelegt 

Ein Beispiel mae diese Theorie erlautem. Wählen wir 
« = 2 , so ergibt si<£ (x^ =» 3 , und wir erhalten die qua- 
dratische Transformation. Für n = 3 dagegen werden die 
Gleichungen (5) und (6) die folgenden 

«1 + 4 (X, = 8 

04^ + 3 «a = 7 , 

^ denen sich als einzige Losung ergibt 

In jeder der beiden Ebenen müssen also vier einfache 
Ponkte und ein Doppelpunkt liegen; alle Kurven dritter 
Ordnung, welche durch diese fünf Punkte einfach bzw. 
doppelt }nnäurchgebeD, bilden, wie verlang;t wVtA, Äti ^^^Vt». 
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Die R-Systeme, 

69. Die Eindeutigkeit der Zuordnung der Punkte der 
beiden Ebenen erleidet eine Ausnahme in den F.-Pankten. 
Zunächst werden nämlich z. B. für den F.-Punkt A^ die 
Koordinaten des entsprechenden Punktes mit Rücksicht auf 
die Formeln (1) unbestimmt, da die (pi verschwinden. Xst A4 
nun ein F.-Punkt i-ter Ordnung, haben also die Kurven q>i 
in ihm einen i-fachen Punkt; so müssen auch alle Differential- 

quotienten -^^ bis zum (i — l)-ten für diesen Punkt den 

Wert besitzen. Betrachten wir aber einen dem Punkte A4 
benachbarten Punkt mit den Koordinaten oa^ + dx^ , ic^ + dx^ , 
^3 + dx^ und suchen zu ihm den entsprechenden Punkt im 
andern Felde zu ermitteln, so haben wir 

q)i{p&^ -\-dx^y iCjj + dx^ 9 a^s + ^^) 

nach dem Tajlorschen Satze in bekannter "Weise zu ent- 
winkeln. Beschränken wir uns auf das erste Glied der Ent- 
wicklung; so erhalten wir 

wobei an Stelle der Potenzen der Differentialquotienten die 
höheren Differentialquotienten treten^ so daß sdso z. B. statt 

\-^\ zu setzen ist -^^- Nehmen wir femer an, daß 

die wahren Koordinaten Xi die Abstände von den Seiten 
des Koordinatendreiecks seien, so besteht zwischen ihnen 
die Beziehung (G. T. 1. 17. 18.) 

ax^ + &^g + ca?3 = 2F y 
also 

a dxi + b dx^ + c dx^ = . 

Damit läßt sich dx^ linear und homogen durch dx^ und doc^ 
ausdrücken. Führen wur dies in den Ausdrücken für xi aus^ 
so erhalten vdr die Koordinaten des entsprechenden Punktes 
dargestellt als homogene Funktionen i-ten Grades von dx^ 
und dx^ oder auch als nichthomogene Funktionen gleichen 

Grades des Parameters ~^. Beschreibt der Punkt in der 

dx^ 
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Sbene e um den F.-Pnnkt A4 eine unendlich kleine Kurve, 
90 ist der Ort des entsprechenden Punktes in e^ demnach 
eine rationale Kurve i-ter Ordnung fH. Wir nennen sie 
eine Fundamental-Knrve der Ebene e' und können uns 
jetzt auch so ausdrucken: Den Richtungen durch einen 
F.-Punkt Äi entsprechen projektiv die einzelnen Punkte der 
dem F.-Punkte zugewiesenen F.-Kurve /?. 

Geometrisch gestaltet sich die Sache folgendermaßen. 
Emem Strahle h des Büschels A4 wird in s' ein gewisser 
Ort entsprechen. Mit irgend einer Kurve q)g, welche einer 
Geraden g^ von e^ entspricht, hat h nun außer A4 noch 
n—l Punkte gemein, welche sich mit 97, ändern. Folglich 
wild die der Geraden h entsprechende Kurve von der Ord- 
nung n — i sein. Durch die F.-Kurve f!, welche allein dem 
Punkte A4 entspricht, wird diese Kurve (n — i)-ter Ordnung 
za einem Gebilde n-ter Ordnung ergänzt. Das einfachste 
Beispiel bietet die quadratische Transformation. 

In jeder Ebene erhalten wir mithin außer den F.-Punkten 
noch eine Reihe von F.-Kur ven. Die Punkte und die Kurven 
zosammen bezeichnen wir als das Fundamental-System der 
betreffenden Ebene. Es besteht nun aber zwischen den 
F.-Punkten und F.-Kurven einer Ebene der Zusammenhang, 
daß alle Schnittpunkte von F.-Kurven F.-Punkte sind. 
Denn einem Schnittpunkte zweier F.-Kurven entsprechen 
ja die beiden zugehörigen F.-Punkte^ also muß er selbst 
ein F.-Punkt sein. 

Weiter haben die allgemeinen Kurven der Netze (2) 
md (4)^ welche beliebigen Geraden entsprechen, mit jeder 
F.-Kurve nur F.-Punkte gemein. Denn angenommen, die 
Kurve 9^, welche der Geraden a' der Ebene ß' entspricht, 
hatte mit einer F.-Kurve fj, welche dem F.-Punkte Aj zu- 
gewiesen ist^ einen außerhalb der F.-Punkte gelegenen Punkt 
gemein, so würde diesem eine Richtung durch A^ entsprechen, 
4 h. a' ginge durch AJ, was gegen unsere Voraussetzung ist. 

Ferner werden die F.-Kurven in den F.-Punkten selbst 
vieder vielfache Punkte besitzen, und es ist leicht, einen darauf 
bezüglichen Zusammenhang anzugeben. Die F.-Kurve /^, 
welche dem F.-Punkte A4 entspricht, möge durch den F.- 
Pmikt AJ der Ebene e' ö^,y-mal hindurchgehen. Dem F.- 
Punkte AJ entspricht die F.-Kurve fj. Allen Richtungen 
durch AJ entsprechen nun die einzelnen Punkte Non fj, ^<fe 
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Tangenten an ^ in J/ enthalten aber gleichzeitig Punkte 
von fif welche za J/ unendlich benachbart liegen; da ferner 
den Punkten von fi die Bichtongen doroh At entsprechen, 
so muß o£Penbar /y ebensooft durch A4 hindurchgehen als fi 
durch A^j oder es ist 



Die Jacobische Kurve für jedes F.-System. 

70. Ist ganz allgemein aus drei Kurven gleicher Ord- 
nung ein Netz gebildet^ z. B. durch (2) das der Kurven q>i^ 
so kann man noch unendlich viele Kurven in dem Netze be- 
stimmen, welche einen Doppelpunkt besitzen. Für den- 
selben müssen die drei Ableitungen nach Xi verschwinden 
und durch Elimination der Koeffizienten a/ aus diesen drei 
Gleichungen ergibt sich sofort 
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als Ort dieser Doppelpunkte. Die linksstehende Determi- 
nante heißt die Ja c ob i sehe Determinante des Systems, der 
Ort die Jacobische Kurve des Netzes. Sie ist ersichtlich 
vom Grade 3(n — t) . Man zeigt ferner^ daß sie einen i-fachen 
Punkt aller Kurven des Netzes selbst zum (3i — 1)- fachen 
Punkt besitzt. 

Dagegen können wir den Fall ausschließen, daß alle 
Kurven unseres Netzes je einen vielfachen Punkt besitzen, 
der außerhalb des F.-8ystems liegt. 

Um dies für den einfachsten FaU des Doppelpunktes 
nachzuweisen, nehmen wir an, die Kurve 9?^ = besitze im 
Punkte Xi einen Doppelpunkt. Dann gelten für ihn die 
Gleichungen 



dxi 



= 0, 



^<P1 

dXo 



0, 



dxs 



0. 



{ 16. Die F.-Systeme und Kunrennetie. 143 

Seteen wir in der Gleichung (2) des Netces a{ » 1 , so 
wird eine benachbarte Kurve d«9 Netzes gegeben durch 

Sie wird dann einen Doppelpunkt besüsen in einem Punkte 
Xi + dXi und es muß wieder sein 

^(PiiXi+dx;^ ^ ^^ d€p^{Xi+dXi) _^ ^^ d<p^{xt + dx4) ^ Q 



oder 



dxi dxi Bxi 

(»-1, 2, 3) 



Multiplizieren vnr diese drei Gleichungen bzw. mit x^p oc^^ 
x^ und addieren, so erhalten wir 

Nun sind also da^ und dai ganz beliebig, also mfissen für 
den Punkt Xi die Gleichungen 

9^1 = » 9^2 = > 9^8 = 

erfüllt sein, d. h. jede Kurve des Netzes geht durch diesen 
Punkt 

Hatten alle Kurven des Netzes einen r-fachen Punkt 
außerhalb des F.-Systems, so zeigt die gleiche Überlegung, 
daß er für jede Kurve des Netzes noch ein (r — l)-&cher 
wäre. E^ würde also der Ort dieser r-fachen Punkte (r — 1)- 
&ch gerechnet bei jeder Kurve auftreten, alle Kurven des 
Systems hätten diese Kurve gemein, was wir ausschließen. 
Bertini (14) hat diesen Satz für lineare Mannigfaltigkeiten 
von beliebiger Ordnung bewiesen. 

Wenden wir nun die obige Betrachtung auf unsere 
Netze (2) und (4) an, so ist zunächst zu berücksichtigen, 
daß die Kurven (p und \p rational sind, also die Maximal- 
zahl -^^ '-^ '- der Doppelpunkte besitzen. Das folgt 

schon aus dem Umstände, daß diese Kurven Punkt für Punkt 
ein-eindeutig auf die Geraden der anderen Ebene bezogen er- 
scheinen und die direkte Betrachtung bestätigt dies. Denn da 
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* / * 't\ 
ein i-£acher Punkt für ^ — - Doppelpunkte zahlte so be- 

flitzt eine Kurve des Netzes (2) Singularitäten^ welche mil 

2, —2 — "^ 

1 = 1 
Doppelpunkten äquivalent sind. Aus (5) und (7) folgt aber dann 

'v'ÜLuil« (n-l)(n-2) 
2 -2—«'= 2 • 

Soll also eine solche Kurve einen weiteren Doppelpunkt be- 
sitzen^ so muß sie in zwei Kurven niederer Ordnung ze]> 
fallen« Dieses System von zwei Kurven kann dann aber 
nicht mehr eindeutig auf eine Gerade bezogen werden, folglich 
müssen die entsprechenden Geraden notwendig durch einen 
F.-Punkt gehen. In der Tat entsprach ja z. B. einer Ge- 
raden durch den F.-Punkt Ai außer der F.-Kurve fi noch 
eine Kurve von der Ordnung n — i . Es ist leicht zu zeigen, 
daß das System dieser beiden Kurven in einem F.-Punkte 
^ter Ordnung A^ einen ^-fachen Punkt besitzt. Denn geht die 
dem F.-Punkte A^ entsprechende F.-Kurve (Xt^-mal durch Ai^ 
so wissen wir, daß fi ebensooft durch Aj läuft. Die Ge- 
rade h schneidet femer außer in Äi die F.-Kurve fj noch 
in ; — Xij Punkte, die mit Ä sich verändern. Folglich geht 
die der Geraden h entsprechende Teilkurve (n — i)-ter Ordnung 
noch ; — a^j-mal durch A^ . Beide Kurven zusammengenommen 
besitzen demnach in A!j wieder einen ;-fachen Punkt; dagegen 
haben sie einen Doppelpunkt mehr, nämlich den Schnittpunkt 
der Kurve (n — i)-ter Ordnung mit der F.-Kurve /?, der 
der Richtung h durch Ai entspricht. 

Andererseits kann jeder Punkt jeder F.-Kurve als Doppel- 
punkt einer einzigen zerfallenen Netzkurve auftreten. 

Die Gleichungen (7) und (70 besagen, so betrachtet, nichts 
anderes, als daß die Ordnung der Jacobi sehen Kurve 3(9i — 1) 
ist. Es folgt also: 

Die Jacobische Kurve eines jeden der beiden 
Netze oder der Ort der Doppelpunkte von Kurven 
des Netzes ist identisch mit der Gesamtheit der 
F.-Kurven dieses Netzes. 
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Zahl der F.-Pankte. 

71. Man beweist auch, daß die in (67.) eingeführten 
Funktionen X bzw. X' die Eigenschaft haben^ daß das Pro- 
dukt ihrer irreduktibeln Faktoren je bis auf einen kon- 
stanten Zahlenfaktor mit der Jacobischen Kurve von e bzw. e' 
übereinstimmen muß. Denn ist z. B. x! ein Wertsystem, 
welches X' zu Null macht, so ergeben sich dazu aus den 
Gleichungen (3) bestimmte Werte x^fX^yX^ und aus der 
für X' gültigen Identität folgt, daß diese Werte gleichzeitig 
die Gleichungen 

(Pi=0, (P2=0y (ps^O 

befriedigen. Folglich liegt der Punkt xi auf der Jacobi- 
schen Kurve des Systems e\ Mit Rücksicht auf die oben 
erwähnte Eigenschaft der Jacobischen Kurve folgt weiter: 

Die Gesamtzahl der durch einen F.-Punkt i-ter Ord- 
nung A4 gehenden Aste von F.-Kurven betragt 3 i — 1. 

Verbindet man dieses Resultat mit der soeben abge- 
leiteten Eigenschaft der F.-Kurven, wonach 0Cij = (Xji, so 
können wir den Satz aussprechen: 

Durchlauft man eine F.-Kurve /? i-ter Ordnung, 
so beträgt die Summe der Durchgänge durch die auf 
ihr gelegeneu F.-Punkte 3 i — 1 . 

In einer Formel ausgedrückt gibt dies: 

(8) t2^Ä,t = 3i-l 

oder 

(80 *2'«/* = 3/ - 1 • 

Da femer die F.-Kurven rational sind und ihre vielfachen 
Punkte sämtlich in den F.-Punkten liegen, so folgt noch 

(9) ^yy M^«t-l) ^ (^'-l)(^-2) 

bzw. 

(9-) , y» «M^azill = 0" - 1) (5' - 2) 

Aus (8) und (9) leitet man leicht ab: 
(10) »X'*?* = »« + 1 

Doehlemann, Geometrische Transformationen. II. 10 
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bzw. 

(loo *2'^;i=r + i. 

Irgend zwei F.-Kurven fl und /*/ können sich nur in 
F.-Punkten schneiden und jede Kurve (p oder \p kann einer 
F.-Kurve auch nur in F.-Punkten begegnen; daraus gewinneix 
wir die Beziehungen: 

(11) »^Ä,ftÄ/jb = i • i. 
(110 i2^(xjk0ci.k--j''fn\ 

(12) k^i(Xik = ni. 

(120 *2'/«/*=^/- 

Bildet man endlich in (8) die Summe über t, in (80 die 
Summe über alle f, so erhält man in beiden Fällen links die 
Summe aller »a und es wird 

32"«.^ -Z^. = 32;«/;' -2^/ 

oder mit Bücksicht auf (7) und (70 

(18) Z^'^-^^J' 

Es ist also die Zahl der F.-Punkte in beiden 
Feldern die gleiche oder auch in jedem Felde ist 
die Zahl der F.-Punkte ebenso groß wie die Zahl der 
F.-Kurven. 

Entsprechende Gebilde. 

72, Ist irgend eine Kurve w-ter Ordnung K*^ in der 
Ebene e gegeben^ welche dm*ch keinen F.-Punkt dieser Ebene 
hindurchgeht, so entspricht ihr in e' eine Kurve (mn)-ter 
Ordnung K'*^^ . Denn irgend eine Gerade a' in e' hat m n 
Punkte mit ihr gemein, da die dieser entsprechende Kurve ^ 
in so viel Punkten der K*^ begegnet JS> liefert femer mit 
irgend einer F.-Kurve fj (m^*)-Schnittpunkte, also geht K^^^ 
durch einen F.-Punkt Aj {mjymal hindurch. Besitzt -K* 
außerhalb der F.-Punkte vielfache Punkte, so entsprechen 
diesen vielfache Punkte der gleichen Art von JST'**". Aus 
der eindeutigen Beziehung folgt wieder, daß K"^ und K^^'^ 
von gleichem Gescblechte, was sich auch durch die Berech- 
nung der Doppelpunkte von K'^^ ohne Schwierigkeit ergibt 

Geht JS?* durch einen F.-Punkt, z. B. durch A^^ Jl-mal 
hindurch, so sondert sich die F.-Kurve fi A-mal gerechnet» 
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ron dem entspredienden Gebäde ab and es bleibt eine 
SjsTve von der Ordnung mn — Xi übrige welche durch 
einen F.-Pnnkt Aj noch {mj — X ^y)-mal hindurchgeht 

Auch die analytische Betrachtung zeiet uns ohne weiteres, 
daß die Substitution (3) einen Au^lru^ m-ten Grades in 
Xij oc^f ^ ^ einen vom Grade m n überfOhrt und daß der 
Grad der neuen Gleichung jedenfalls nicht größer als m • n 
sein kann. Daraus können wir noch weitere Folgerungen 
ziehen. Verbinden wir zwei F.-Punkte A4 und Ajt durch 
eine Gerade, so kann dieser höchstens eine Kurve i»-ter Ord- 
nung entsprechen, also muß i + k<Cn sein und die Bestkurve 
ist von der Ordnung n — (i + *) • 

Ist i + ^ = ^ 9 80 niuß die Verbindungslinie der Punkte 
A4 und Ajt notwendig eine F.-Gerade sein. Hat man 
allgemein eine Kurve s-ter Ordnung, welche durch den 
F.-Punkt A4 etwa a^mal hindurchgeht und besitzt die Summe 
loiiy gebildet für alle auf der IKurve gelegenen F.-Punkte 
den Wert ^n, so ist diese Kurve selbst eine F.-Kurve. 

Bestimmung der F.-Kurven durch die F.-Punkte. 

78. Jede F.-Kurve ist durch die F.-Punkte, welche sie 
enthält, gerade bestimmt, was sich schon daraus ergibt, daß 
die F.-Punkte ja das Netz der Kurven voUstandig bestimmen, 
wodurch also auch die Jacobische Kurve, d. h. die Gesamtheit 
der F.-Kurven gegeben sein muß. In derTat leitet man aus 
den Gleichungen (8') und (9') sofort die weitere Beziehung ab: 

,v ^;t(^A+ ! )_ /(/ + 3) 

-^ 2 "" 2 ' 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Ist also in der einen Ebene das System der F.-Punkte 
gegeben und besteht es aus oci einfachen Punkten, oc^ Punkten 
«weiter Ordnung usw. ... ocn-i Punkten (n — l)-ter Ordnung; 
80 muß die Jacobische Kurve, d. h. die Gesamtheit der F.- 
Kurven, eben&Us bestimmt sein. Besteht sie aus xi Geraden, 
i «2 K^lsdinitten usw. . . . «n-i Kurven (n— l)-ter Ordnung, 
80 wissen wir damit, daß wir in der andern Ebene af F.- 
Punkte erster Ordnung, oci F.-Punkte zweiter Ordnung usw. 
• ..ai_i F.-Punkte (n — l)-ter Ordnung haben. Es sind 
4ttm sowohl («1, 0C2, . . ., ocm-i) als auch («(, ai, . . ., ai_i) je 
8m iJ^suDgasjrstem der Gleichungen (5) und (|6^ oÄßt V^'^ 

10* 
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und (60 und die beiden Zahlengmppen werden im. allgemeinen 
verschieden sein. Sie sollen „konjugierte Systeme'^ heißen 
In diesem Falle ist das F.-System des einen Feldes von dem dee 
andern verschieden. Speziell können auch die beiden Zahlen- 
gruppen zusammenfallen in eine zu sich selbst konjugierte 
Lösung; dann sind die beiden F.-Systeme gleicher Art, vric 
wir dies in dem Beispiele für n = 3 gesehen haben. Hier 
besteht die Jacobische Kurve in jedem der beiden Felder 
aus vier Geraden^ den Verbindungslinien des F.-Punkteß 
zweiter Ordnung mit den vier F.-Punkten erster Ordnuiig 
und aus einem Kegelschnitte, der durch die fünf F.-Punkte 
bestimmt wird. Beispiele für das Auftreten verschiedener 
F.-Systeme werden wir sogleich kennen lernen. 

Die Cremona sehen Transformationen bis n=10. 

74. Luigi Cremona (3) hat die Theorie der ein- 
deutig umkehrbaren rationalen Substitutionen der Ebene in 
allen wesentlichen Punkten entwickelt und bis n = 10 die 
wirklich brauchbaren Lösungen gegeben. Die genannten Sub- 
stitutionen werden daher auch als Cremonasche Trans- 
formationen bezeichnet Cayley (8) und Roberts (11) 
fügten gewisse Ergänzungen hinzu. Wir geben im folgenden 
diese Lösungen wieder und bemerken , daß konjugierte 
iSystemCy wie sie von n = 6 an auftreten, je durch eine 
Klammer am oberen und unteren Ende der Vertikalreihe 
als zusammengehörig bezeichnet sind. 
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n beliebig 


«1 


2(n-l) 
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Das letzte Schema liefert far jedes n eine Lösung; die 
Großen oc^, oc^, . . .,»n-i9 welche sämtlich Null sind, wiurden 
in demselben wcj^elassen. Den Geraden einer jedeo Ebene 
entsprechen in der andern Kurven n-ter Ordnung, welche 
einen (n — l)-fachen Punkt und 2{n — 1) einfache feste Punkte 
besitzen. Auf diesen Fall hat schon de Jonqui^res (1) in 
einer kurzen Notiz hingewiesen und denselben später (4) 
ausführlicher behandelt. Diese Punktverwandtschaft wird des- 
wegen als ;,Jonquieressche Transformation'^ bezeichnet. 
Eine rein geometrische Erzeugung gibt Cremona (3) in der 
ersten seiner beiden Arbeiten. Denken wir uns eine Raumkorve 
(n— l)-ter Ordnung R*-^ und eine Gerade s„_2) welche n — 2 
Punkte mit ihr gemein hat*). Die beiden Ebenen e und e^ 
seien beliebig im Baume gelegen. Zu irgend einem Punkte P 
von € finden wir nun den entsprechenden P' auf e' ver- 
mittels folgender Konstruktion. Durch P gibt es eine einzige 
Gerade^ welche iJ"-^ und s„_2 gleichzeitig trifft. Denn der 
aus P die iZ""* projizierende Kegel (n — l)-ter Ordnung hat 
mit der Ebene (Psn^^) außer den durch die festen Schnitt- 
punkte von 12" -^ und Sn-s gehenden Strahlen bloß noch eine 
Schnittgerade gemein. Diese schneidet aus e^ den entsprechen- 
den iPunkt P^ aus. Es ist leicht, die F.-Systeme in beiden 
Feldern zu ermitteln. Zunächst liefert die Sehne s^^t in 
ihren Schnittpunkten mit e und e' die F.-Punkte (n — l)-ter 
Ordnung -4n-i bzw. -4i_i . Der die JR"-^ aus diesem Punkte 
bzw. projizierende Kegel (» -- l)-ter Ordnung schneidet die 
andere Ebene in der entsprechenden F.-Kurve (n — l)-ter 
Ordnung. Femer hat die j?**"^ sowohl mit der Ebene e als 
auch mit c' je n — 1 Punkte A\, J.f , . . ., J.J"^ bzw. -4.i^, 
Äi^, . . ., Ä["~^ gemein. Bezeichnen wir weiter die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen mit g , so mögen die Verbindungs- 
strahlen A^^^ AI, A^^iAl, . . ., -4„_i-4j~^ der Geraden g in 

*) Wie man überhaupt auf einen Hyperboloid Baumkurven 
von der Ordnung oc -\- ß bestimmt, welche die Erzeugenden der 
einen Schfu: ie in a , die der andern Schar je in ß Punkten tre£fen, 
wird später (102.) auseinanderzusetzen sein. 
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den Pnnkten AiS AC . . ., A|*'S die VerbiodangBlinien 
J^^^Ä{\ J^^iAi^f . . ., ^_i-4i""^ dagegen der Geraden g 
in den Punkten A} ^ A} , . . ., A""^ begegnen« Dann sind, wie 
anch geometrisch leicht sn erkennen ist^ 

AI A% An-t Al kl AW-l 

-^i 9 -^1 > • • • » -^1 f »^11 ^1 f • • • > '^l 

die 2(fi — l)-einfachen F.-Pankte der Ebene e, während 

die F.-Punkte erster Ordnnng im andern Felde werden. Man 
kann diese Erzeugong als eine Art Verallgemeinerung der 
Steinerschen Erzeugung der quadratischen Transformation 
(vgl. 8. 35) betrachten. Doch sind f Qr n > 3 die Felder^ 
wache man durch die geometrische Erzeugung erh&lt, in- 
sofern etwas spezialisiert, als (n — 1) der F.-Punkte erster 
Ordnung je auf einer Geraden liegen. 

Auch für den Fall, daß n von einer der Formen 2p, 
2p+l, 3i>, 3p+l, 3i> + 2, 4i>, 4i>+l, 4p + 2, 
4j) + 3 hat Cremona Lösungen angegeben. Ganz allgemein 
das Problem zu losen ist aber bisher nicht gelungen. 

Ein Satz über ungleichartige F.-Systeme. 

75. Betrachten wir in den obigen Tabellen konjugierte 
Systeme, so finden wir, daß zwei derartige Reihen von Zahlen 
sich bloß in der Anordnung unterscheiden, daß aber die 
Zahlen selbst die gleichen sind. Clebsch (9) hat dies in 
der Tat allgemein bewiesen. 

Fassen wir in einer der beiden Ebenen die sämtlichen 
F.-Eurven einer bestimmten Ordnung i ins Auge, die wir 
als eine Gruppe bezeichnen wollen, so leuchtet ein, daß jede 
dieser Kurven in dem F.-System ganz die gleiche Rolle spielt. 
Gfreifen wir weiter in der nämlichen Ebene die F.-Punkte 
nner bestimmten Ordnnng heraus, so wird irgend eine Kurve 
[er ersten Gruppe durch die Punkte dieser zweiten Gruppe 
'on Punkten verschieden oft hindurchgehen. Ordnen wir 
lese Zahlen oCiu etwa der Größe nach, so ist damit eine ge- 
wisse Anordnung der F.-Punkte der zweiten Gruppe gegeben, 
tilden wir jetzt irgend eine andere Permutation aus den 
VPunkten, und schreiben dazu die gleiche Reihe der 
ahlen aat so folgt aus der Symmetrie der beiden Gruppen 
^neinander^ daß eine F.-Kurve der ersten Otvugi^ not- 
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banden sein mu£, welche diesem zweiten Arrangement enU 
spricht Die Zahl der Permutationen der F.-Punkte gibt 
demnach die Anzahl der F.-Kurven der ersten Gruppe und 
diese Anzahl ist größer als die der F.-Punkte der zweiten 
Gruppe. Denn die Zahl der Permutationen aus n Elemeuten 
ist im allgemeinen großer als n. 

Gehen wir jetzt zu der andern Ebene über^ so entr 
sprechen den F.-Kurven F.-Punkte und den F.-Punkten 
F.-Kurven. Ganz die gleiche Überlegung führt uns nun zu 
dem Schlüsse^ daß die Zahl der F.-Punkte der ursprünglich 
betrachteten zweiten Gruppe gleich der Zahl der Permutationen 
der F.-Kurven der ersten Gruppe, folglich größer als die 
Zahl dieser F.-Kurven. Dieser Widerspruch läßt sich nur 
durch die eine oder andere der folgenden Annahmen be- 
seitigen: 

a) Jede F.-Kurve der ersten Gruppe geht durch alle 
F.-Punkte der zweiten gleich oftmal (Null mit ein- 
geschlossen) hindurch; 

b) jede F.-Kurve der ersten Gruppe geht durch alle 
F.-Punkte der zweiten Gruppe mit Ausnahme eines 
einzigen gleich oft hindurch. 

Im ersten Falle können wir aus der Zahl der F.-Punkte 
der zweiten Gruppe keinen Schluß ziehen in betreff der An- 
zahl der F.-Kurven der ersten Gruppe^ im Falle b) dagegen 
muß notwendig die Zahl der F.-Kurven der ersten Gruppe 
= der Zahl der F.-Punkte der zweiten Gruppe sein. Ke 
beiden Gruppen mögen als koordiniert bezeichnet werden. 

Noch genauer wird der Zusammenhang zweier solche 
Gruppen durch folgenden Satz von Bertini (13) zum Aus- 
druck gebracht: Geht eine F.-Kurve durch die F.-Punkte 
der koordinierten Gruppe mit Ausnahme eines einzigai 
co-mal hindurch^ durch diesen einzigen aber a>'-mal^ so gilt 
die Beziehung 

Co' = CO + 1 . 

Greifen wir nämlich zwei F.-Kurven der Gruppe heraus, so 
ist zunächst nach Gleichung (11) auf S. 146 

Nun gehen die beiden F.-Kurven durch jeden F.-Punkt 
gleich oft hindurch mit Ausnahme der beiden^ durch welche 
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jede bzw. co'^-mal hindnrcligeht Führen wir also links die 
Snmme *2'a?i ein, welche für alle auf einer F.-Kurve ge- 
legene F.-Ponkte gebildet wird, so ist 

*^a?4 — CO* — «>'* + 2 tt> tt>' = t* 

und in Yerbindong mit der Gleichung (10) folgt darsds 

Zu jeder Gruppe von F.-Kurven gibt es femer immer 
eine und nur eine koordinierte Gruppe von ebensoviel 
F.-Pankten. Denn gäbe es zu einer Gruppe von F.-Kurven 
keine koordinierte Gruppe von F.-Punkten, so müfite irgend 
eine Grruppe von F.-Punkten zu dieser Gruppe von F.-Kurven 
in der unter a) erwähnten Beziehung stehen, d. h. jede F.-Kurve 
der gegebenen Gruppe ginge durch alle F.-Punkte dieser 
ßrnppe gleich oft hindurch. Nun bestimmen aber die F.- 
Ponkte die F.-Kurven; aber es gelingt bei dieser Annahme 
Die, die verschiedenen F.-Kurven der gegebenen Gruppe zu 
bestimmen. Wir geraten immer in Widersprüche, außer wenn 
wir annehmen, daß die gegebene Gruppe nur in einer einzigen 
F.-Km^e besteht. 

Wären andererseits einer Gruppe von F.-Kurven zwei 
Cfrnppen von F.-Punkten koordiniert, so würde zwischen den 
F.-Ptmkten, die der gleichen F.-Kurve zugewiesen sind, eine 
Zuordnung hergestellt, wodurch das Prinzip der Symmetrie 
in bezug auf diese F.-Punkte verletzt würde. Demnach ent- 
spricht jeder Gruppe von F.-Punkten als koordinierte Gruppe 
^e gleichgroße Anzahl von F.-Kurven in der gleichen 
Ebene und da diesen F.-Kurven im andern Feld F.-Punkte 
entsprechen, so gehört zu jeder Zahl oci von F.-Punkten 
K > 1) in der einen Ebene eine gleich große ocj in der 
andern £bene. Da femer nach (18) die Gesamtzahl der 
P.-Punkte in beiden Feldern die gleiche ist, so folgt nach 
Abzog der in Gruppen auftretenden F.-Punkte, daß auch 
die einzeln auftretenden in gleicher Zahl vorhanden sind. Es 
unterscheiden sich also in konjugierten Systemen oder bei 
^gleichartigen F.-Systemen die a,- von den ocj nur durch 
die Anordnung. 

Clebsch hat auch noch den Satz bewiesen, daß das 
Quadrat der aus den ä« gebildeten Determinante den 
Wert n« hat 
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§ 17. Zarftekf&liriiiig dner Cremonaschen 
Transformation auf eine Folge TOn quadratiselien 

Transformationen. 

Ein Satz über die drei F.-Punkte von der höchste] 

Ordnung. 

76. Bevor Cremona seine Theorie der allgemeinen um- 
kehrbar eindeutigen Sabstitutionen entwickelt hatte, war man 
der Meinung gewesen, die quadratischen Transformationen 
seien die allgemeinsten, eindeutigen, niohüinearen Pookl- 
Verwandtschaften. Das Irrtümliche dieser Auffassung eig3)t 
sich ohne weiteres aus der Tatsache, daß man durch Wie^^ 
holung quadratischer Transformationen eindeutige Punkt- 
transformationen von beliebig hohem Grade erhalten kann. 
Haben wir nämlich eine Ebene e' quadratisch auf eine 
Ebene e abgebildet und beziehen weiter e quadratisch anf 
eine neue Ebene e^', so wird dadurch auch die erste Ebene e' 
auf e'' bezogen, und zwar durch eine Transformation vierter 
Ordnung. Denn einer Geraden in e' entspricht zunächst ein 
Kegelschnitt in e und diesem in e" eine Kurve vierter 
Ordmung mit drei Doppelpunkten in den Ecken des F.» 
Dreiecks und drei weiteren festen einfachen Punkten, Offenbar 
gelangt man, auf diese Weise fortfahrend, zu Oremonasdiai 
Transformationen von der Ordnung 2*, wo ib eine positive 
ganze Zahl. Wählt man aber in dem angeführten Beispid 
die beiden in der Ebene e befindlichen Hauptdreiecke 80, 
daß sie eine Ecke gemein haben, so geht eine Gerade der 
ersten Ebene in eine Kurve dritter Ordnung in der dritten 
Ebene über, so daß man als Resultat dieser zwei quadratische 
Abbildungen die Transformationen dritter Onhiung (n==9 
8. 148) erhalt. Man kann demnach Transformationen der ver- 
schiedensten Ordnungen als Resultat der Anwendung von 
sukzessiven quadratischen Umformungen ableiten: immerhin 
wäre es aber möglich, daß man dadurch doch nur zu speziellea 
Cremonaschen Transformationen gelangt Dies ist nun nichi 
der Fall; vielmehr ist der Zusammenhang zwischen den quadra- 
tischen Transformationen und den allgemeinen Cremonaschen 
ein so inniger, daß, wie wir jetzt nachweisen wollen, auch 
umgekehrt der von Clif f ord (7) angegebene, von Noether (5] 
bewiesene Satz gilt: 
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,iJede Cremonafiohe Transformation kann doroh 
eine Reihe von quadratischen Transformationen er- 
setzt werden.^ 

Jn der Tat, zwischen zwei Ebenen b' und e sei eine 
CremoDasche Transformation irgend welcher Art hergestellt 
Qnd ÄrfJ^yAi seien drei F.-Punkte von den Ordnungen rfS^t 
in e. Die Ebene e wollen wir nun quadratisch auf eine 
neue Ebene e'^ abbilden und dabei das eine Hauptdreieck 
mit ^^^1 zusammenfallen lassen^ wahrend das Hauptdreieck 
in i" ganz beliebig gewählt werden kann. Zur vollständigen 
fieitunmung dieser quadratischen Transformation ist dann 
Bach 15. noch die Angabe zweier entsprechenden Punkte f 
und P^ nötig. Einer Geraden in e' entspricht nun eine 
Kurve i»-ter Ordnung in e und diese wird durch die quadratische 
Transformation in eine von der Ordnung 

in 6^^ übergeführt Dann wird aber dadurch offenbar auch 
iwischen e^ und e'^ eine Cremonasche Transformation von 
der Ordnung m hergestellt^ die wir kurz durch C^ bezeichnen 
idlen, während für die quadratische Transformation zwischen 
i!' und e das Symbol Q* und für die gegebene Transformation 
nrischen e^ und e das Symbol (7'* Verwendung finden mögen. 
Diese letztere Punktverwandtschaft kann man nunmehr aber 
inok erhalten, indem man von e' vermöge O zu e'' und 
Yon e" mittels Q^ m e übergeht^ oder symbolisch geschrieben 

O = O . ^2 . 

Eine Vereinfachung ergibt sich durch diese Betrachtung nur 
inn, wenn w < » ist oder r + s + iy n. Dies läßt sich 
iber durch passende Wahl der drei F.-Punkte Ar, A^, At 
inuner erreichen auf Grund des folgenden Satzes: 

Die Summe der drei höchsten Ordnungszahlen 
von F.-Punkten einer Cremona sehen Transformation 
ist stets größer als der Grad n der Transformation. 

77. Es seien also jetzt r, s, ^ die größten Ordnungs- 
nideUf so daß 

(1} r^s^t. 
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Bilden wir die Summen (5) und (7) aber mit AusschlitB de 
beiden gröBten Zahlen s und^^ so wird 

und 

^(Xk *2 = W2 — 1 ^ 52 — ^2 , 

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit r und subtrahieren 
davon die zweite , so ist irgend ein Glied der linken Seite 
von der Form i(r — A) ä*, also wegen r > A stets positiv, 
folglich steht auch auf der rechten Seite ein positiver Aus- 
druck^ d. h. man hat: 

(2) r(3 w — 3 - s ~ ^) > n2 - 1 - «2 — ^2 . 

Nehmen wir jetzt an, es wäre r + s + t kleiner oder gleich 
n, also 

(3) n = r + s + t + x, 

wo X eine positive ganze Zahl oder auch Null, so liefert 
diese, in (3) eingesetzt, 

(4) 2r^ — 3r + 3rx>2 st — 1 + 2 x{r + s + t) + x^ . 

Es ist aber nach der Voraussetzung (1) sicher r^ <st und 
1 < 3r, da r ja mindestens gleich der Einheit, folglich 

2r2 + l<2s^+3r 
oder 

(5) 2r2_3r<2s^-l . 

Femer ist wegen (1) 

3r<r + s + ty 
mithin auch 

Srx<{r + s + t)x 
und um so mehr 

(6) 3rx<2{r + s + t)x + x^ . 

Durch Addition von (5) und (6) folgt dann aber, daß Glei- 
chung (4) für keinen positiven Wert von x und auch nicht 
für X = bestehen kann, demnach ist auch (3) unmöglich 
und es muß notwendig sein: 

r + s + t>n . 
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V^ Die Znrückführung einer Cremonaschen Trans- 
formation auf quadratische Transformationen. 

f;, 78. Nehmen wir nun im obigen Falle an, die F.-Punkte A^ , 
,, Ät seien für die O diejenigen von der größten Ordnung, 
wird die Transformation O* von niedrigerer Ordnung, obl 
< n ist. Diese neue Cremonasche Transformation O* 
\t sich aber wieder in der gleichen Weise auf eine quadra- 
le und eine Cremonasche Transformation reduzieren, 
Ich letztere von einer Ordnung sein mufi, die <m ist. 
diese Weise muß es möglich sein, die gegebene Trans- 
lation schließlich in eine Reihe von quadratischen Ver- 
idtschaften aufzulösen. Natürlich kann auch eine Trans- 
)nDation erster Ordnung^ d.h. eine Kollineation, als Ausartung 
quadratischen Transformation in dieser Reihe vorkommen, 
laijtisch besagt dies, daß sich die Gleichungen einer 
imona sehen Transformation aus den Gleichungen, wie sie 
lie quadratische Verwandtschaft darstellen^ zusammensetzen 
sen. 
Ein Beispiel mag noch eine Stelle finden: wir wollen 
ie Transformation fünfter Ordnung, welche nach unserm 
3hema (siehe S. 148) durch die Z^len 

(Xj^ = 3 , Äg = 3 ^ A3 = 1 

;eben ist^ auf quadratische Transformationen zurückführen. 

Die beiden gegebenen Ebenen seien c' und e, in der 

jrn mögen die F.-Punkte erster Ordnung Äi, B^y C^, 

Idie F.-Punkte zweiter Ordnung -42,-02, C^ und der F.-PuDkt 

[dritter Ordnung A^ gelegen sein. Wir beziehen zunächst 

die Ebene e durch eine quadratische Transformation Q^ auf 

eine neue Ebene e'^ und wählen in e das Dreieck A^A^B^ 

als Hauptdreieck X^ X2 Xg , während das Hauptdreieck Yy^ Y^ Y^ 

in e" beliebig angenommen werden kann. Dann geht das 

Ketz der Kurven fünfter Ordnung in ein solches von Kurven 

dritter Ordnung in e" über. Der Doppelpunkt Z^ derselben 

entspricht in der Transformation Q^ dem Punkte C^y die 

vier festen einfachen Punkte sind der Hauptpunkt Yy^ sowie 

die Punkte Z^y Zg , Z^y welche in Q^ den F.-Punkten A^^ , 

B^y Ci entsprechen. 

Die Ebene 6" beziehen wir jetzt durch eine quadratische 
Transformaüoo i?^ auf eine neue Ebene e'" \ als "öaxvgiXÄiÄr 
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eck in e" dient das Dreieck Z^^Z^Z^^ während das Haupt>- 
dreieck V^V^V^ von e"' beliebig angenommen wird. Da3 
Netz der Kurven dritter Ordnung verwandelt sich vermöge 
R^ in ein System von Kegelschnitten ^ die alle durch T^^ 
gehen sowie durch die zwei Punkte^ welche den Punkten Y^ 
und ^4 in i2^ entsprechen. Dann kann aber das Geraden- 
netz von «' durch eine quadratische Transformation 8^ auf 
dies Kegelschnittnetz in e'^' bezogen werden und die ge- 
gebene Transformation fünfter Ordnung C^ ist als die Folge 
von drei quadratischen Verwandtschi^n dargestellt^ indem 
man von e' zu e% «'' und e' übergeht nach der Formel 

Die der größeren Übersichtlichkeit wegen „eingeschalteten*' 
Ebenen e^% e'", . . kann man natürlich auch mit einer der 
gegebenen Ebenen zusammenfallen lassen; femer ergibt sich 
noch eine Vereinfachung^ wenn man statt der allgemeinen 
quadratischen Transformationen die spezielle, involutorische 
(8. 44) verwendet, für welche die beiden Hauptdreiecke sich 
decken. 



Transformationen mit zusammenfallenden 

F.-Punkten. 

79. Die soeben durchgeführten Betrachtungen können 
ihre Gültigkeit verlieren bei Transformationen, in denen sich 
mehrere F.-Punkte in einen vereinigt haben, wie sie z. B. 
bei der Abbildung von Flächen auf eine Ebene auftreten. 
Einfache Beispiele dieser Art haben wir in § 5 bereits kennen 
gelernt. Es können dann F.-Kurven zei^allen oder mehr 
F.-Punkte enthalten, als zu ihrer Bestimmung nötig ist. 
Würden z. B. von den drei F.-Punkten höchster Ordnung 
zwei sich in bestinunten Richtungen dem dritten unendlich 
nähern, so könnten durch diese drei Punkte nicht zerfallende 
Kegelschnitte überhaupt nicht gelegt werden. Trotzdem bleibt 
der Satz von der Darstellung einer Cremona sehen Trans- 
formation als einer Reihenfolge von quadratischen Trans- 
formationen ganz allgemein gültig. Noether (5) gab einen 
Beweis für denselben, aber erst 1901 bemerkte Segre (18), 
daß derselbe eine Lücke enthielt, und Castelnuovo (19) 
bennes im Anschluß daran diesen Satz auf eine alle Fälle 
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«mbssende Weise. Wir müssen uns darauf beschranken, dou 
Gedankengang anzudeuten. Fürs erste laßt sich ohne große 
Bchwieri^eit zeigen, daß jede Jonquidressche Transfor- 
nadon n-ten Grades in eine Reihe von quadratischen auf- 
gdöst werden kann, auch wenn die ein&chen F.-Punkte alle 
oder zum Teil in den (n — l)-&chen Punkt gerückt sind. 
Zweitens gelingt es, jede Cremonasche Transformation durch 
eine Reihe von Jonqni^res sehen Transformationen darzustellen, 
iadem folgender Satz bewiesen wird : Jedes lineare, wenigstens 
oD^-fache System von rationalen, irreduktiblen Kurven kann 
vermittels Jonqui^res scher Transformationen in ein System 
von Geraden, Kegelschnitten oder Kurven n-ter Ordnung 
(n^2) mit (n — l)-fachem Punkte und sonst lauter ein- 
fachen Punkten übergeführt werden. Die Verbindung dieser 
^ beiden Theoreme liefert aber dann den Satz, daß jede 
Cremonasche Transformation als ein Produkt von quadra- 
tischen Transformationen darstellbar ist. 



§ 18. Cremonasche Transformationen in der gleichen 

Ebene. 

Die Koinzidenzpunkte. 

80. Lassen wir jetzt die beiden Ebenen e und e^ welche 
durch eine Cremonasche Transformation n-ten Grades auf- 
einander bezogen sind^ zusammenfallen, so wird es uns zu- 
nächst interessieren, ob es in diesem Felde Punkte gibt, die 
mit ihren entsprechenden zusammenfallen. 

Um diese ^^Koinzidenzpunkte'^ zu bestimmen, möge sich 
mne Gerade g von e um einen Punkt P drehen. Dem 
Strahlenbüschel, den sie beschreibt, entspricht in e' ein 
Büschel von Kurven w-ter Ordnung y^**, welche sämtlich 
durch den entsprechenden Punkt P' gehen. Beide Büschel 
sind projektiv aufeinander bezogen (G. T. I. 90.) und ilir Er- 
zeugnis ist eine Kurve Jj» von der Ordnung n + l , welche 
nach de Jonquieres als isologe Kurve bezeichnet wird. 
Sie ist der Ort aller Punkte X' der Ebene e', welche die 
Eigenschaft haben, daß ihre entsprechenden Punkte X 
Jeweils auf der Verbindungsgeraden PX' gelegen sind. Jp 
geht durch P und P' hindurch, sowie ^-mal durch jeden 
F.-Punkt J/ der Ebene e\ Denn die VerbrnduTv^aüsvwi 1^ A\ 
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trifft die dem Punkte Aj entsprechende F.-Kurve fj in 
j Punkten. 

Betrachten wir den Strahlenbüschel P als in der Ebene «^ 
gelegen, so liefert er mit dem entsprechenden Kurvenböschd 
in € eine isologe Kurve Jp von 6, welche jeden F.-Pimkti. 
t-ter Ordnung ^- in 6 selbst zum i-&chen Punkt hat Bevü 
zeichnen wir mit PifP^, Ps die Koordinaten des Punktes P^ 
so ergeben sich die Gleichungen der beiden zum Punkte JP 
gehörigen isologen Kurven ohne weiteres in der folgenden 
Form 
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deren Betrachtung zu den gleichen Resultaten führt. 

Zu irgend einem weiteren Punkte Q gehört eine isologe 
Kurve Jq . Betrachten wir nun die (n + 1)^ Schnittpunkte 
von Jp und Jq: von denselben können wir folgende an- 
geben: 

a) Die sämtlichen F.-Punkte von e] sie liefern einen 

Betrag ^a,*« = n« — 1 nach Formel (5) (s. S. 137). 
«•=1 

b) Der Verbindungslinie FQ als einer Geraden V von 

£' entspricht eine Kurve w-ter Ordnung cp^ und 
durch die Schnittpunkte von V und cp^ gehen Jp 
und cTq hindurch. 

Es bleiben dann noch 

(n + 1)2 — (^2 — 1) — w = w + 2 

Schnittpunkte übrig. Jeder dieser Punkte X muß die Eigen- 
schaft haben^ daß der ihm entsprechende Punkt X.' sowohl 
auf der Geraden PX.' als auch auf QX liegt, und da wir 
die auf der Verbindungslinie PQ gelegenen Punkte dieser 
Art unter b) schon in Abzug gebracht haben, so ist dies 
nur möglich, wenn X' sich mit X vereinigt. Die beiden 
Ebenen enthalten also im aJlg^mförno^ii n-V^^^^s^TAdeuzi^unkte. 
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Im übrigen wird man zweierlei Arten von Koimddens- 
punkten unterscheiden können. Jeder fiichtong durch einen 
solchen Punkt entspricht projektiv eine zweite Richtung, und 
im allgemeinen Falle wird es folglich durch den Koinzidenz- 
ponkt zwei sich selbst entsprechende Richtungen 
geben. E^ kann aber diese projektive Beziehung in eine 
Identität übeigehen; dann hat der Koinzidenzpunkt die Eigen- 
tehafty daß alle durch ihn hindurchgehenden Rich- 
tungen sich selbst entsprechen. Weiter können die 
Eoinzidenzpunkte nicht nur isoliert, sondern auch in Kurven 
angeordnet auftreten. Eine solche ^^feste^^ Kurve, die sich 
Piuikt für Punkt selbst entspricht, bildet einen Bestandteil 
jeder isologen Kurve [Doehlemann (14)]. 

Alle isologen Kurven des einen Systems, z. B. in e, 
bilden ein Netz; denn in ihrer Gleichung können wir die 
Größen Pu p^f Ps &ls homogene Parameter ansehen. Geo- 
metrisch folgt dies daraus, daß wir von einer isologen Kurve 
swei Punkte U und V beliebig wählen dürfen. Die Linien UU' 
and W^ nach den entspredienden Punkten Z7' und F' be- 
stimmen ja dann in ihrem Schnittpunkt das Zentrum für die 
ifMdoge Kurve. Die F.-Punkte in Verbindung mit den Ko- 
iDzidenzpunkten reichen gerade aus zur Bestimmung dieses 
Netzes, da nach Formel (6) auf S. 138 

''^''+^^ 2 I n I o_ ^^ + 5n (n + l)(n + 4) ^ 

Weitere Eigenschaften dieser Kurven sowie andere bei 
eber Cremona sehen Transformation auftretende Örter hat 
Guccia (15) untersucht, der am gleichen Ort auch für eine 
Reihe einfacher Transformationen die Formeln aufstellte. 

Die involutorisch sich entsprechenden Punkte. 

Sl. Betrachten wir eine Gerade g oder V sowohl als 
Strahl von e als auch von c^, so entsprechen ihr im andern 
Felde die Kurven w-ter Ordnung xpg bzw. cpi. Jeder der 
a' Schnittpunkte dieser beiden Kurven hat dann die Eigen- 
schaft, daJS er als P und Q^ genommen zu einem Punkt- 
paare Py Q fuhrt, welches auf der angenommenen Ge- 
laden jjf, V gelegen ist. Lassen wir jetzt weiter die 
Gerade g, V einen Strahlenbüscbel G, U durchlaufen , so 
beschreibexi ^J and ^i je ein Büschel, und das eine \&t ^to^^vq 

Doehlemann, Oeometriscbe Transformationen, n. W 
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auf das andere bezogen. Die Schnittpunkte entsprechender 
Kurven erfüllen folglich eine Kurve (2n)-ter Ordnung Ä^, 
welche dnrch G' und L hindurchgeht, sowie durch Jeden 
F.-Punkt der beiden Ebenen mit einer Anzahl von Asten, 
die gleich ist der Ordnung dieses F.-Punktes. Diese Kurven K 
können, wie 8. Kantor (12) bemerkt hat, dazu dienen, 
die Paare von sich involutorisch entsprechenden Punkten 
einer Transformation zu ermitteln. In der Tat betrachten 
wir eine zweite derartige Kurve Kuy welche sich unter Zu- 
gnmdelegung des Strahlenbüschels mit dem Mittelpunkte Jf , If 
erzeugen läßt, so können wir von den 4n^ Schnittpunkten 
dieser beiden Kurven folgende von vornherein angeben: 

a) Die sämtlichen F.-Punkte beider Ebenen^ welche 

einem Betrag von 2 ^^ii^ = 2 (n* — 1) gleichkom- 
men; '=^ 

b) die n + 2 Koinzidenzpunkte der Transformation; 

c) die n^ Punkte, welche sich ergeben als die Schnitt- 
punkte der beiden Kurven, die der Verbindungs- 
linie GL bzw. entsprechen. 

Außerdem schneiden sich beide Kurven demnach noch in 

4n2 — 2^(Xii^ — w — 2 — n* = w(n — 1) 

1=1 

Punkten. Jeder dieser Schnittpunkte muß, als X und Y^ 
betrachtet, entsprechende Punkte X' bzw. Y haben, welche 
sowohl auf einer Geraden durch G als auch auf einer durch 
L liegen müßten, und dies ist, da wir die auf der Linie GL 
gelegenen Punkte dieser Art schon unter c) ausgeschlossen 
haben, nur möglich, wenn X' sich mit Y vereinigt. Gleich- 
zeitig folgt noch aus der Definition der Kurven K, daß der 
Punkt X', Y auch ein Schnittpunkt der Kurven Ke und 
Km ist. Es müssen sich also diese n{n — l) Punkte in 

^ — ^ Paare gruppieren und je zwei Punkte eines Paares 

entsprechen sich involutorisch, d. h.: 

„Eine Cremonasche Transformation n-ter Ord- 

nung eniMlt im allgemeinen "^^^ Punkipaa«, 

die sich involutorisch entsprechen". 
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Jeder Bichtnng m, W durch den einen Punkt eines 
solcheninvolatorischenPaaresentspreohen zwei Richtnngenm^ n 
doieh den andern, welche projektive Büschel bilden und daher 
im allgemeinen zwei Doppelstrahlen besitzen, sofern sie nicht 
überhaupt identisch sind. Es folgt demnach noch: 

yyHat man ein involntorisches Pmiktpaar einer 
Cremonaschen Transformation, so gibt es entweder 
durch jeden Pnnkt des Paares zwei Bichtangen, 
denen je involutorisch eine Bichtung durch den 
andern Pnnkt entspricht oder j eder Bichtung durch 
den einen Punkt entspricht involutorisch eine Bich- 
tung durch den andern/' 

Die abgeleitete Transformation. 

82. In etwas allgemeinerer Weise gelangt man zu den 
involutorischen Punktpaaren einer Punktverwandtschaft durch 
Einfühmn^ des Begriffes der ^^abgeleiteten'' Transformation. 
Jeder Punkt der zusammen&Uenden Ebenen e und t' kann 
als X und Y' genommen werden; dann entsprechen ihm die 
Punkte X' und Y . Aber auch zwischen den Punkten 'X! 
nnd Y besteht eine ein-eindeutige Verwandtschaft, und es 
ist leicht zu erkennen^ daß diese vom Grade n^ ist Denn 
beschreibt X' eine Gerade in t\ so entspricht dieser eine 
Kurve n-ter Ordnung q>\ betrachten wir diese aber als ein 
Gebilde von t' j so geht sie in eine Kurve vom Grade n^ 
in e über. Diese Transformation zwischen X^ und Y soll 
die ^^abgeleitete'' heißen. Sie wird dargestellt durch die 
Gleichxmgen: 

bzw. (i = l,2,3) 

Xi = y;i[y;^ {x), xp^ (a;), xp^ (x)] . 

Beschranken wir uns auf den allgemeinen Fall, daß kein 
F.-Punkt von e mit einem von e* zusammenfallt, so lassen 
6ich die F.-Systeme dieser neuen Transformation ohne Mühe 
angeben. Jeder F.-Punkt von e\ wie z. B. ^, ist ein 
(nj)-&cher F.-Punkt für die abgeleitete Transformation. 
Femer entsprechen den F.-Punkten von c', wenn n^an sie 
als Punkte von e betrachtet^ gewisse Punkte in e* und diese 
bilden, mit den gleichen Ordnungszahlen versehen ^ den 
übrigen Teil der F.-Punkte. Analog bestinmaen sich di<^ 

11* 
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F.-Piuikte des andern Systems. Die Transformation vierter 
Ordnung n«=4y a, »3, »1^3 (8. 148) kann beispielsweise 
als ^jabgeleitete** einer qoadratisclien Transformation betrachtet 
werden. 

Der Zusammenhang der involutorisch sich entsprechenden 
Punkte der gegebenen Transformation mit der abgeleiteten 
Transformation ist nun durch den unmittelbar einleuchtenden 
SatE gegeben: 

Jedes involutorisch sich entsprechende Punktpaar 
der gegebenen Transformation liefert für die ab- 
geleitete Transformation ein Paar Koinzidenzpunkte. 

Natürlich gehen die Eoinzidenzpunkte der gegebenen 
Transformation auch in Koinzidenzpunkte der abgeleiteten 
Transformation über. Da nun diese letztere nach 80. n^ + 2 
Koinzidenzpunkte besitzt, so ist die Zahl der involutorischen 
Punkte der gegebenen Transformation 

n» + 2 — n — 2 « n(n — 1) . 

Auch die involutorischen Punkte können in unendlicher An- 
zahl auftreten^ so daß sie einander involutorisch entsprechende 
Kurven oder eine involutorisch in sich selbst übergehende 
Kurve erfüllen. Solche Gebilde trennen sich dann von 
sämtlichen jE'-Kurven ab [Doehlemann (17)]. 
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§ 19. Überblick fiber die neueren Untersuchungen. 

Involutorische Transformationen. 

88. Die zuletzt durchgeführten Betrachtungen kann 
man nach sehr verschiedenen Bichtungen hin weiter verfolgen 
ond sie sind der Ausgangspunkt für zahlreiche neuere Unter- 
mchoDgen in dieBem Gebiete. Zunächst laßt d\e B^^\T(\m>\w^ 



166 IV. Die birationalen Transformationen in der Ebene. 

der involutorischen Punktpaare einer Cremona sehen Trans- 
formation es naheliegend erscheinen^ nach Transformationen 
zu fragen, die durchweg den involutorischen Charakter 
zeigen. Die abgeleitete Transformation für eine solche in- 
volutorische Punktverwandtschaft geht dann in eine Iden- 
tität über. Bezeichnen wir die involutorische Transformatioii 
symbolisch durch T, die abgeleitete also durch T^T 
oder T^f so wird dies durch 

ausgedrückt werden können. Da das Entsprechen in der 
involutorischen Beziehung durchgängig ein doppeltes sein 
soll, so muß auch jedem F.-Punkte die gleiche F.-Kurve 
entsprechen, man mag ihn zum einen oder andern Felde 
rechnen. Daraus folgt, daß die beiden F.-Systeme gleicher 
Art sein und zusammenfallen müssen, doch wird umgekehrt 
dadurch die involutorische Li^ natürlich noch nicht garan- 
tiert. Im übrigen wird man sich bei der großen Mannig- 
faltigkeit, welche auch noch die involutorischen Beziehungen 
darbieten, darauf beschränken müssen, zunächst die ein- 
fachsten derartigen Abbildungen kennen zu lernen. So hat 
Bertini (4, 5) untersucht, in welcher Art die Transformationen 
von Jonqui^res (ai = 2(n — 1), an-i = l, S. 150) involu- 
torisch werden können. Der Strahlenbüschel 0, dessen Mittel- 
punkt der gemeinsame (n — l)-fache Punkt ist, muß durch 
eine solche Transformation jedenfalls involutorisch auf sich 
selbst bezogen werden. Zwei Möglichkeiten bieten sich dann 
dar: entweder entspricht sich jeder Strahl dieses Büschels 
selbst oder es tritt dies nur für die zwei Doppelstrahlen des 
involutorischen Büschels ein. 

Im ersten Falle liegt jeder Punkt mit seinem ent- 
sprechenden auf einem Strahle durch und wir können die 
Transformation als eine „Perspektive^^ bezeichnen. Jeder 
Strahl des Büschels tragt eine Involution von entsprechen- 
den Punkten, der zwei Doppelpunkte zukommen. Diese sind 
Koinzidenzpunkte der Transformation, welche mithin eine 
„feste" oder Koinzidenzkurve F enthält, d. h. eine Kurve, 
welche sich Punkt für Punkt selbst entspricht. Die Ord- 
nung dieser Kurve ergibt sich leicht aus folgender Über- 
legung. Irgend einer Geraden entspricht involutorisch eine 
Kurve n-ter Ordnung; die Schnittpunkte derselben mit der 
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Geraden müssen sich dann offenbar paarweise entsprechen; 
da aber der einem solchen Schnittpnnkte P entsprechende 
Punkt P' auch anf der Verbindangslinie OP gelten sein 
muß, so f^t er mit P zusammen. Die sämtlichen n Schnitt- 
punkte sind Koimadenzpunkte, also Punkte von P, und die 
faste Kurve ist demnach von der n-ten Ordnung. Sie muß 
dann aber in selbst einen (n — 2)-&chen Punkt haben» da 
jeder Strahl des Büschels außerhalb nur zwei Punkte 
mit r gemein hat. 

Die Möglichkeit einer solchen Perspektiven involutorischen 
Transformation von Jonqui^res erweist man durch direkte 
Eimstmktion derselben. Wir nehmen als g^ben eine Kurve 
iMer Ordnung F mit (n — 2)-fachem Punkte an. Irgend 
dnem Punkte P ordnen wir den Punkt P' zu, der auf dem 
^ Strahle OP harmonisch liegt zu P bezüf^lich der zwei Schnitt- 
^ rankte des Strahles mit der Kurve F. Dann erhalt man 
dadurdi^ wie unschwer zu erkennen, die obige Perspektive 
und involutorische Jonqui^essche Transformation n-ter Ord- 
: mn^. In betreff der 2(n — 1) F.-Punkte erster Ordnung 
ist noch folgendes zu bemerken. 

Nehmen wir an, daß die Kurve F n-ter Ordnung außer 
dem (n — 2)-fachen Punkte keine viel&chen Punkte besitzt» 
80 daß sie vom Gleschlechte ^ » n — 2 und von der Klasse 
2(2 n — 3) ist^ so gehen vom (n — 2)-fachen Punkte, da die 
11 — 2 Tangenten in demselben doppelt zahlen^ noch 2(n — 1) 
Tangenten an die Kurve F, Die Berührungspunkte derselben 
fiefem die einfachen F.-Punkte der Transformation. In der 
Tat wird ja auf jeder dieser Tangenten die Involution eine 
parabolische, so daß einem beliebigen Punkte stets der Be- 
rOhrnngspunkt entspricht 

Femer erhalten wir die 2(n — 1) Berührungspunkte der 
von aus an F gehenden Tangenten als die Schnittpunkte 
von F mit der ersten Polaren von in bezug auf F. Diese 
erste Polare ist gleichzeitig die dem F.-Punkte entsprechende 
P.-Kurve von der Ordnung n — 1 , welche selbst noch (n — 2)- 
mal durch den Punkt hindurchgeht. 

Besitzt die Kurve F außer dem (w — 2)-fachen Punkte 
noch etwa d Doppelpunkte, so daß sie vom Geschlechte 
n — 2 — rf wird, so geht die erste Polare bekanntlich durch 
jeden Doppelpunkt noch einfach hindurch, so daß dadurch 
zwei Schnittpunkte der beiden Kurven absorbiert werden. 






168 IV. Die birationalen Transformationen in der Ebene. 

Mithin fsllen in jedem Doppelpunkte von F zwei einfache 
F.-Pnnkte der Transformation zusammen. 

Als einfachstes Beispiel einer solchen Transformation^ 
das dem Werte n = 2 entspricht, haben wir in 25. die qua- 
dratische Inversion kennen gelernt. 

Den Fall n — 3 hat Saltel (2) behandelt^ ohne aber die 
Koinzidenzkurve der Verwandtschaft und überhaupt ihren 
Zusammenhang mit den aUgemeinen Cremonaschen Trans- 
formationen zu untersuchen. Er geht aus von zwei E^el- 
schnitten und einem festen Punkte S. Irgend ein Punkt P 
liefert einen Verbindungsstrahl PSf welcher die Kegelschnitte 
in zwei Punktpaaren schneidet. In der durch diese beiden 
Paare bestimmten Involution gibt es zu P einen ent- 
sprechenden Punkt P' . Die durch die Punkte P und P' 
gebildete Verwandtschaft bezeichnet er nach Desargues als 
^ytransformation Arguesienne'^ Sie ist eine Perspektive Jon- 
quieres-Transformation dritter Ordnung, S ist der F.-Ponkt 
zweiter Ordnung und die vier Schnittpunkte der beiden 
Kegelschnitte liefern die F.-Punkte erster Ordnung. Jeder der 
beiden Kegelschnitte geht in sich selbst über. Umgekehrt führt; 
jede involutorische^ Perspektive Jonqui^res-Transformation 
dritter Ordnung zwei solche Kegelschnitte in sich selbst über^ 
kann also auf diese Weise erzeugt werden. 

84. Diese Perspektiven, involutorischen Transformationen 
von Jonquiäres enthielten eine feste Kurve von einer Ordnung^ 
die gleich dem Grade der Transformation war: sie sind au^ 
umgekehrt durch diese Eigenschaft vollständig definiert^ d. h. 
wenn eine involutorische Transformation n-ten Grades eine 
feste Kurve n-ter Ordnung enthalt, so ist sie eine Perspek- 
tive Jonquiäressche Transformation. Sind nämlich P und F 
zwei entsprechende Punkte, so hat die Verbindungslinie de^ 
selben mit der Koinzidenzkurve F n Punkte gemein, iind 
durch diese^ sowie durch P und P' muß die der Yerbüidangs- 
geraden PP^ entsprechende Kurve n-ter Ordnung jedenftdb 
hindurchgehen. Diese letztere hätte also n -f 1 Punkte mit 
PP^ gemein, folglich muß die Linie PP' ein Teil der Kurve 
n-ter Ordnung sein. Da nun aber nicht alle Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte F.- Gerade sein können, so 
muß die Verbindungslinie PP^ stets einen F. -Punkt 
(n— l)-ter Ordnung enthalten, womit unsere Behauptung 
erwiesen. 
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Dafi eine Transformation keine feste Kurve von einer 
Ordnung enthalten kann, die höher ist als der Grad der 
TnLDsformatLon, ist selbstverständlich. Man kann feiner be- 
haupten: Eine involutorische Transformation ungeraden Ghndes 
euthält notwendig eine feste Kurve von ungerader Ordnung. 

Denn die irgend einer Geraden involutorisch entsprechend 
Kurve i»-ter Ordnung liefert mit dieser Geraden Schnitt- 
punkte, die sich paarweise entsprechen müssen. Ist also n 
angerade, so muß man eine ungerade Ancahl von KoinzideuE- 
punkten erhalten. 

Betrachten wir endlich noch die zweite Möglichkeit, dafi 
der Strahlenbfischel involutorisch in sich übei^efuhrt wird 
und daß zwei Doppelstrahlen auftreten. Dann ergeben sich 
folgende Fälle: 

a) Die beiden Doppelstrahlen entsprechen sich Punkt 
für Punkt selbst; die Ordnung der Transformation 
muß eine gerade sein. 

b) Keiner der Doppelstrahlen entspricht sich Punkt für 
Punkt; auf jedem liegen nur zwei Koinzidenzpunkte. 
Es treten überhaupt bloß diese vier Koinzidenz- 
punkte auf und auch hier muß die Ordnung der 
Transformation eine gerade sein. 

c) Einer der Doppelstrahlen entspricht sich Punkt für 
Punkt, der andere gebt in sich über und enthalt zwei 
Koinzidenzpunkte; die Ordnung der Transformation 
ist eine ungerade. 

85. G^hen wir nun zu allgemeineren involutorischen Trans- 
formationen über, so haben wir die Möglichkeit, aus einer 
einidgen derartigen Abbildung neue in unbegrenzter Zahl ab- 
zuleiten durch Anwendung sukzessiver quadratischer Trans- 
foraiationen. Denn wird eine erste Ebene, die wir als e und e' 
bezeichnen wollen, durch eine Transformation T n-ten Grades 
involutorisch in sich übei^eführt, wählen wir femer eine zweite 
Ebene, die i] bezw. rj^ heißen möge, und bilden diese durch 
eine quadratische Verwandtschaft Q auf e ab, so wird auch 
in rj eine involutorische Beziehung hergestellt 

In der Tat einer Geraden g von tj entspricht zunächst 
in 6 ein Kegelschnitt vermöge der Abbildung Q ; dieser Kegel- 
schnitt wird durch T in eine Kurve (2 n)-ter Ordnung fiber- 
geführt und dieser entspricht infolge der quadratischen Ab- 
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bildung in rj' eine Kurve (4n)-ter Ordnung. Man erhält 

demnach in der zweiten Ebene eine ebenfalls involutoriche 

Punkttransformation T von der Ordnung An, welche in der 

Form erscheint m /^ i 

T = (J' 1 • V?" • 

Die beiden Verwandtschaften T und T lassen sich midiin 
auseinander durch quadratische Umformung ableiten; von T 
kann man wieder zu neuen Abbildungen übergehen usf. 
Bertini (4, 5, 7) hat nun die Frage untersucht: Gibt es irre- 
duktible involutorische Transformationen^ d.h. solche^ welche 
durch eine Reihe von quadratischen Transformationen od» 
durch eine Cremonasche Transformation nicht aufeinander 
zurückgeführt werden können? Er findet vier solche irie- 
duktible^ nicht ineinander überführbare Typen, aus denen aber 
alle andern in volutorischen Transformationen hergeleitet werden 
können: 

a) die involutorische Zentralkollineation (Harmomsche 
Homologie); 

b) die involutorische, Perspektive Jonqui^res-Transforma- 
tion n-ter Ordnung mit einer festen Kurve «-ter Ord- 
nung, vom Greschlechte n — 2 und (n — 2)-&diein 
Punkte; 

c) eine involutorische Transformation achter Ordnung 
mit sieben F.-Punkten dritter Ordnung und einer, 
festen Kurve sechster Ordnung, welche in diesen 
sieben Punkten Doppelpunkte hat; 

d) eine involutorische Transformation siebzehnter Ord- 
nung mit acht F.-Punkten sechster Ordnung und einer 
festen Kurve neunter Ordnung, welche in den acht 
F.-Punkten dreifache Punkte hat. 

Allerdings sind diese Resultate insofern nicht gan< 
allgemein, als Transformationen mit zusammenfallenden F.- 
Punkten von der Betrachtung auszuschließen sind. 

Lüroth ^2) hat die Untersuchung der involutorische 
Verwandtschaften mit dem Problem der Abbildung einer 
(rationalen) Fläche auf eine Ebene in Zusammenhang ge- 
bracht. Ist nämlich eine Fläche so auf eine Ebene abge- 
bildet, daß jedem Punkte der Ebene ein Punkt der Flache 
entspricht, so wird jedem Punkte der Fläche im allgemeinen 
eine Gruppe von n Punkten der Ebene zugewiesen sein und 
diese Gruppe ist durch Irgend emexi ^kcer Punkte bestimmt 



S 19. Überblick über die neueren UnterBuohungen. 171 

Für n = 2 erhalt man demnach in der Ebene eine involn- 
torische Pnnktverwandtschaft. 

86. Das einfachste nnd nützlichste Einteilangsprinzip der 
involutorischen Transformationen liefert der von Caporali (6) 
eingefohrte Begriff der Klasse einer solchen Transformation. 
Er versteht darunter die Anzahl der Paare entsprechender 
Paukte, die auf irgend einer Geraden li^en. Nehmen wir 
also an, eine involatorische Beziehung n-ten Grades sei von 
der y-ten Klasse und sie besitze eine feste Kurve ib-ter Ord- 
nung Fy so entspricht einer beliebigen Geraden g eine 
Kurve n-ter Ordnung, welche einmal durch die k Schnitt- 
ponkte von g mit F geht, während die übrigen 2 v Schnitt- 
punkte mit g sich paarweise entsprechen. Es ist also 

n = Jc '{-2v oder t = n — 2 v . 

Da die feste Kurve F durch die Transformation Punkt für 
Punkt in sich selbst übergeführt wird, so muß sie natürlich 
durch eine Anzahl von F.-Punkten gehen. Ist fi die dem 
F.-Punkte A4 in beiden Ebenen entsprechende F.-Kurve 
i-ter Ordnung und geht F durch A4 hindurch, so muß A{ 
auch für fi ein vielfacher, etwa (XirfsLcher Punkt sein, wobei 
natürlich »a ^ t — 1 . Nun entsprechen den Bichtungen durch 
A4 projektiv die einzelnen Punkte von /J (vgl. S. 141), und um- 
gekehrt werden jedem Strahle durch j.,-, vermöge der i — (Xu 
Schnittpunkte, welche er außer At mit fi gemein hat, eben- 
8oviele Sichtungen durch A4 zugewiesen sein. Auch jedem 
Durchgänge von fi durch A4 entspricht eine Bichtung durch 
A4, Der involutorische Charakter der Verwandtschaft be- 
dingt es dann aber, daß auch diese letztere Bichtung Tangente 
eines durch Ai gehenden Astes von f sein muß oder mit 
andern Worten: die F.-Kurve geht stets mit einer geraden 
Zahl von Asten durch den entsprechenden F.-Punkt, wobei 
wir aber die Äste noch nicht berücksichtigt haben, welche 
die feste Kurve F durch Ai hindurchschickt. Einer Tangente 
der Kurve Fin Ai entsprechen zwei zusammenfallende Durch- 
gange von fi, d. h. die F.-Kurve /l berührt F. Geht also 
r durch Ai ^^-mal hindurch, so ist (Kh ^ ii und ferner (Xa — X 
eine gerade ZahL 

Damit aber die Kurve F sich selbst entsprechen kann, 
mnß man haben 
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wobei die Summe über alle auf F gel^enen F.-Punkte zi 
nehmen ist. 

Betrachten wir femer eine F.-Kurve /y, so fallen ihre 
Schnittpunkte mit F alle in F.-Punkte; es ist folglich 

i^XiOCij + ij^ j(n - 2v) , 

wenn wir die Summe för alle auf der F.-Kurve fj gelegenem 
F.-Punkte bilden. 

Das G^eschleoht p der festen Kurve F wird demnach 

2i> - (n - 2 v)(n - 2 V ~ 1) - 2^X,(X, - 1) . 

87. Greifen wir irgend einen beliebigen Punkt P als 
Mittelpunkt eines Strahlenbüschels heraus^ so entspricht ihm 
involutorisch ein Büschel von Kurven n-ter Ordnung und 
das Erzeugnis beider Büschel ist eine Kurve von der Ord- 
nung n + 1 . Von diesem sondert sich aber die feste Kurve F 
von der Ordnung n — 2v ab, so daß noch eine Kurve Q 
von der Ordnung 2 v + 1 übrig bleibt, und in diese haben 
sich die beiden im allgemeinen Falle zu einem Punkte ge- 
hörigen isologen Kurven (vgl. 80.) vereinigt Alle diese 
Kurven ü bilden wie früher ein Ketz {Q)y aber jede dieser 
Kurven wird jetzt durch die Transformation in sich über- 
geführt. In jedem F.-Punkte i-ter Ordnung Ai muß das 
Gesamterzeugnis einen i-fachen Punkt besitzen. Greht F 
A| -mal durch denselben^ so ist dieser F.-Punkt also noch ein 
(i — >l^)-facher für die Kurven Q . Diese besitzen in ihm 
ocii — ^ feste Tangenten, nämlich die Äste der F.-Kurve, 
welche F nicht berührt, und außerdem i — (Xa variable, von 
der Lage des Punktes P abhängige Tangenten. Da ocu^i — lf 
so müssen die Kurven [Q] mindestens einmal durch jeden 
F.-Punkt hindurchgehen. Außerdem enthalten sie auch noch 
die isolierten Koinzidenzpunkte. 

Die zu einem F.-Punkte Ä{ gehörige Kurve ü wird, da 
jedem Strahle durch Äi eine Kurve von der Ordnung n — i 
entspricht und wiederum die feste Kurve ausscheidet, von 
der Ordnung 2 v + 1 — i . Diese Zahl kann also höchstens 
Null werden, d. h. es ist 

2v— i-V\^Q. 
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Nun haben wir aber gesehen, daß die höchsten Ordnungs- 
zahlen von F.-Punkten der Beziehung genägten 

r + s + t>n^n + l 
oder 

.^ n + 1 

'- 3 • 

Es ist dies also auch der größte Wert, den i annehmen 
kann, und aus der Beziehung 

o 
folgt 

n ^ 6 r + 2 . 

Diese Beziehung gibt eine Grenze für die Ordnung einer 
Transformation, wenn deren Klasse bekannt ist. Beispiels- 
weise können die Transformationen der ersten Klasse höchstens 
von der achten Ordnung, die der zweiten Klasse höchstens 
von der vierzehnten Ordnung sein usf. Die Transformationen 
von der Klasse Null sind die eingangs erwähnten Perspektiven 
Jonquieres-Transformationen. 

Die Betrachtung der Kurven [ii] gibt nun die Möglich- 
keit, Transformationen von bestimmten Klassen abzuleiten. 
So müssen für die Transformationen der ersten Klasse die 
Kurven [Q] von der dritten Ordnung sein und durch sieben 
feste Punkte einfach hindurchgehen, welche letztere zum Teil 
F.-Punkte, zum Teil auch isolierte Koinzidenzpunkte der 
Abbildung sein können. Daraus folgt dann aber, daß man 
den einem Punkte P entsprechenden Punkt P^ vermittels 
dieses Netzes von Kurven dritter Ordnung auch in folgender 
Weise erhalten kann: alle Kurven des Netzes, die durch P 
hindurchgehen, haben noch einen neunten Punkt P^ gemein, 
den letzten Grundpunkt des durch die acht Punkte be- 
stimmten Kurvenbüschels und dies ist der dem Punkte P 
zugeordnete Punkt P' der involutorischen Beziehung. Unter 
diesem Gesichtspunkte haben schon Geiser (1) und Mili- 
nowsky (3) diese Verwandtschaft studiert Bertini (8) hat 
dann die Transformationen erster und zweiter Klasse, Marti- 
netti (9, 10) die der dritten und vierten und Berzolari (11) 
die der fünften Klasse untersucht. 
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Periodische Transformationen. 

88. Die in 82. durchgeführte Betrachtung laßt sich 
sehr wesentlich verallgemeinem. Ist eine Ebene^ die wir 
als s und gleichzeitig als e' bezeichnen wollen, durch irgend 
eine Cremonasche Transformation auf sich bezogen und 
entspricht einem Punkte T der Punkt F', so können W 
diesen Punkt Y' wieder als einen Punkt X von e betrachten 
und erhalten einen ihm entsprechenden Punkt X^; wird 
dieser abermals als ein Punkt Z von e genommen^ so ergibt 
sieb ein Punkt Z' usf. Bexeicäwasii ^m ftÄ\^ ^\b&:Sl Y^ X' 
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mit T^y X\ Z mit Y, usw., so können wir ans dem beüriHgon 
Punkte r daroh i^malige Anwendong der gegebenen Tran»- 
formation, weldie von t m t fahrt, eine Gmppe von 

V Ponkten T^ , !]^ . . ., 7, aUeiten. Man kann nnn dUe Frage 
anfwerfen: Gibt es in der gegebenen Tranafonnation Punkte 

Y von der Eigennchaft, daß 7, mit Y znaammenfimt? 
S. Kantor hat [(12) auf S. 165J nadigewieaen, daß eine 
allgemeine Tranafonnation iMen Grades noch eine endlidie 
Zdbl solcher Zyklen von v Ponkten besiftEt. Die Betrachtnng 

entspricht der für y « 2 dorchgeffihrten, weldie die — - 

involntorischen Ponkfpaare lieferte. Es zeigt sidi, daß eine 
Gremonasche Transformation 9i-ten Grades ^n(n — 1) (fi+ 1) 
Zyklen von drei Punkten dieser Art, l^^'C^ — 1)(*^+ 1) 
zyklisdhe Qnadrapel enthalt iisl 

Allgemeiner betrachtet werden irgend ein Punkt Y und 
der zugehörige Y^ entsprechende Punkte einer Transforma- 
tion vom Grade vi" sein, deren F.-Punkte sich leicht an- 
geben lassen, und für welche die erwähnten Zyklen Eo- 
inzidenzpnnkte liefern« Ist T die gegebene Transformation, 
80 wird die zwischen Y und Y^ bestehende Verwandtschaft 
symbolisch durch T^ zu bezeichnen sein. Dann entsteht 
aber weiter die Frage: Gibt es Transformationen, für welche 
durchweg Y mit F, zusammenfallt. Die Transformation T^ 
muß unter dieser Voraussetzung in eine Identität übergehen, 
die wir etwa durch T' == 1 darsteUen können. Eine solche 
Transformation führt also jeden Punkt der Ebene nach 
v-maliger Anwendung in seine ursprüngliche Lage zurück und 
sie soll eine periodische heißen. Die Betrachtung dieser 
Transformationen greift vielfach in das Gebiet der Gruppen- 
theorie über, so daß es auch für eine nur oberflächliche 
Orientierung nötig erscheint, einige zur Verwendung kom- 
mende Definitionen hier anzufügen. 

Ist eine endliche Zahl von Operationen gegeben von 
der Eigenschaft, daß je zwei dieser Operationen hmtoreinander 
angewandt wiederum eine der gegebenen Operationen liefenii 
so sagt man, die gegebenen Operationen bilden eine end- 
liche Gruppe. 

Ein Beispiel dafür bilden die periodischen Transforma- 
tionen. Denn ist eine Transformation T periodisch mit dem 
Index V, so daß also T" = 1 , so hat man in Ji, T», . . ., T'^ 
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eine solche endliche Oruppe von Operationen^ die übrigen^ 
eine zyklische heißt wegen des besonderen Umstandes, daf 
hier immer die gleiche Operation wiederholt wird. 

80. Die Aofgabe^ alle periodischen, eindeutig-umkelip» 
baren Transformationen zu bestimmen, ist, so formuliert, nook 
zu allgemein. Vielmehr fflhren erst folgende Betrachtungen 
zu einer Einteilung der periodischen Transformationen. 

Sind 8 und T irgend zwei Transformationen und be««^ 
zeichnen wir mit 

ST 

diejenige Transformation, welche man erhalt, wenn man zvh 
erst 8 und dann T ausführt, so ist diese Transformation 
im allgemeinen verschieden von der Transformation jT/S, bei 
welcher zuerst T und darnach 8 ausgeführt wird. liefern 
aber diese beiden Transformationen das gleiche Kesultat, 
ist also 

ST- TS, 

so heißen die beiden Transformationen vertauschbar. 

Gehen wir nun von zwei nicht vertauschbaren Trans- 
formationen 8 und Taus und bezeichnen mit 8~^ die zu 8 in- 
verse Transformation, welche mit 8 zusammen die Identität 
iS« /S-* = 1 liefert; bilden wir dann 

(1) r==8'T.8-\ 

so hat diese Transformation T' viele Eigenschaften mit der 
Transformation T gemein. Wenn T periodisch ist vom 
Index V , so daß T^ » 1 , so gilt das gleiche auch von T, 
d. h. es ist auch 2^^ » 1 . Bilden die Transformationen 

eine endliche Gruppe, so haben auch die Transformationen 

diese Eigenschaft. Besteht zwischen zwei Transformationen 
T und T^ eine Beziehung (1), läßt sich also eine derartige 
Transformation 8 angeben, so heißen die beiden Trans- 
formationen T und T' birational äquivalent oder auch 
ähnlich oder gleichberechtigt (isomorph). Alle auf 
diese Weise aus einer gegebenen Transformation abzuleiten- 
den äquivalenten Transfoxmationeii ^sassx \£l«sl ^ i?a, ^iner 
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,^Ela88e^ gehörig betrachten nnd die Fraee nach den periodi- 
schen Traisformationen ist zurückgefünrt auf die andere, 
jede solche Klasse durch eine einfache Normalfonn (Typus) 
zn charakterisieren, wobei dann alle Transfonnationen der 
einen EJasse zn jeder Transformation jeder andern Klasse 
nicht äquivalent sind. 

Al^sehen von einigen AnsStsen, die sich schon bei 
Hirst [(12) auf 8. 50] finden^ hat 8. Kantor die Klassen der 
periodischen Transfonnationen aufgestellt Es zeigt sich, dafi 
sich alle periodischen birationalen Transformationen durch 
saksessive quadratische Transformationen reduzieren lassen 
auf folgende Tjrpen: 

a) Periodische Kollineationen; 

b) Jonqui^es- Transformationen I deren (n — l)-&che 
Punkte sich vereinigt haben; 

c) Gewisse quadratische und einige höhere Transforma- 
tionen, im ganzen 28 einzelne Typen. 

Endliche Gruppen von Cremonaschen 

Transformationen. 

90. Allgemeiner kann man überhaupt untersucheui ob sich 
die Cremonaschen Transformationen in ^^endliche Gruppen^' 
zusammenfassen lassen, so daß also irgend zwei einer solchen 
Gruppe angehörige Transformationen nacheinander angewandt 
wieder eine in der Gruppe vorhandene Transformation liefern. 
Berücksichtigt man dabei vor allem die Ordnung der ein- 
zelnen Transformationen, so wird man zunächst nach endlichen 
Onippen von Transformationen gleicher Ordnung fragen. 
So bestimmte Autonne die endlichen Gruppen quadra- 
tischer Transformationen und unterschied drei Typen der- 
selben. Weiter hat er die aus kubischen Transformationen 
zQsammengesetzten Gruppen untersucht, wobei allerdings 
vorausgesetzt wird^ daß bei keiner der auftretenden Trans- 
formationen unendlich nahe F. -Punkte auftreten und daß 
ferner die Doppelpunkte aller Transformationen einer Gruppe 
zasammenfallen. Andererseits ermittelte 8. Kantor ebenso 
me für die periodischen Transformationen unter Benutzung 
des Begriffes ^^äquivalenter Transformationen'^ die ^^Typen^' von 
endlichen Gruppen birationaler Transformationen. Wim an 
hüpfte an Kantors Arbeiten an und berichtigte sie in vielen 
Ponkten. Er spricht als Gesamtergebnis folgenden Satz 

Doehlemann, Geometrische TransformatioDen. II. 12 
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aus: Jede endliche Gruppe von birationalen Transformationen 
ist äquivalent entweder 

a) einer Gruppe von KoUineationen oder 

b) einer Gruppe von Jonqui^res sehen Transformationen, 
bei welcher ein Strahlenbüschel in sich übergeführt 
wird, oder 

c) einer Gruppe quadratischer Transformationen, bei 
welcher zwei Strahlenbüschel zusammen invariant 
bleiben, oder 

d) einer Gruppe, bei welcher ein System von Kurven 
dritter Ordnung mit bzw. 3, 4^ 5, 6, 7 festen Punkten 
in sich übergeht, oder 

e) einer Gruppe, bei welcher ein System von Kurven 
sechster Ordnung mit acht festen Doppelpunkten in- 
variant bleibt. 

Kontinuierliche Gruppen von Cremonaschen 

Transformationen. 

91. Die bisher betrachteten Gruppen bestanden je 
aus einer endlichen Anzahl diskreter Operationen, die nicht 
stetig ineinander übergeführt werden konnten. Wir wollen 
nun noch Gruppen einer andern Art betrachten, die von 
unendlich vielen, in stetiger Folge sich aneinanderreihenden 
Operationen gebildet werden. Sind die Gleichungen 

(2) Xi = fi [Xl y X^f • ' •} Xnj dl y a^f •••! df) 

(i== 1, 2, . . ., n) 

gegeben, wo die f{ bekannte (im allgemeinsten Falle ana- 
lytische) Funktionen der Variabein x^, x^, . . ., ä?h ^Mid der 
r willkürlichen Parameter a^ , a^, • . ., a^ sind, so wird da- 
durch eine Schar von Transformationen bestimmt; für n = 3 
können wir uns beispielsweise darunter eine Punktverwandt- 
schaft zwischen zwei Ebenen vorstellen. Wenden wir auf 
den Punkt Xi nochmals die gleiche Transformation bji, indem 
wir den Parametern o^ , . . ., a^ die Werte ft^ , . . ., 6r bei- 
legen, so wird 

(d) Xi = /,• [Xi y X2 y • • • ) *^n j ^1 j ^2 y * • '> ^*v 

(i = 1 , 2 , ... w) . 
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Es kann nun der Fall eintreten, daß dieser Ausdruck, der 
das Besnltat der Elimination der Orößen Xf aus den Gleichungen 
(2) und (3) vorstellt, wieder die Form der ursprünglichen Trans- 
formation (2) annimmt, so daß also 

(4) Xi = fi{Xi f x^ f ' » -f x^y ^ 9 ^ ; • • -» ^) 9 (* *== 1> 2, . . .) 

wo die c^fC^f • • - > ^r bloß Funktionen der a< und &« . Dann er- 
geben je zwei Transformationen der Schar (2) nacheinander 
ausgeführt eine Transformation, die eben&lls der Schar an- 
gehört, oder mit andern Worten: die Schar (2) von Trans- 
formationen bildet eine „Gruppe'^ Diese hcsLßt weiter eine 
kontinuierliche, wenn es möglich ist, zu jeder Trans- 
formation der Gruppe andere der Gruppe angehörige Trans- 
formationen anzugeben, welche von der ersten Transformation 
nur unendlich wenig verschieden sind, und wenn die Gresamtheit 
der in der Gruppe enthaltenen Transformationen durch einzelne 
(diskrete) Transformationen nicht erschöpft wird. Sophus 
Lie nennt in seinem grundlegenden Werke: .Theorie der 
Transformationsgruppen, Leipzig 1888, die so definierte 
Schar (2) überdies eine endliche, kontinuierliche Trans- 
formationsgruppe, wobei er also den Ausdruck endlich im 
andern Sinne ninmoit, als er oben S. 175 benutzt wurde, 
weil er diese Gruppen von den unendlichen kontinuier- 
lichen Gruppen unterscheidet, welch letztere nicht durch 
Gleichungen von der Form (2) definiert werden können« 

Ein Beispiel einer solchen kontinuierlichen Gruppe haben 
wir bereits früher (G. T. I. 51. S. 83) in den linearen Trans- 
formationen kennen gelernt, welche die projektive Beziehung 
eines Grundgebildes erster Stufe darstellten. Auch die Kreis- 
Verwandtschaften, die ja nach 51. ebenfalls in der Form 
einer linear gebrochenen Substitution erscheinen, besitzen des- 
wegen die Gruppeneigenschaft. Die Bestinmiung der Cremona- 
Bchen Transformationen, welche kontinuierliche Gruppen bilden, 
hat Enriques durchgeführt. Es sind lediglich die bei den 
endlichen Gruppen 8. 178 unter a), b) und c) genannten Typen. 

Näher auf diese Untersuchungen einzugehen, ist nicht 
möghch. Wir verweisen auf Fano: Über Gruppen, ins- 
besondere kontinuierliche Gruppen von Cremona-Transforma- 
tionen der Ebene und des IlEtumes. Vortrag, gehalten auf 
dem internationalen Mathematikerkongreß in Zürich den 
10. August 1897. Monatshefte für Math, und Phys. 9. Jahrg. 
1898. S. 17-29. 

12* 
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Geometrische Erzeugung. 

92. Indem wir nun zu den höheren^ d. h. nicht linearei 
Verwandtschaften im Eaume übergehen, wollen wir wiede 
zunächst die einfachsten derartigen Transformationen im 
Auge fassen, nämlich solche^ die lediglich mittels kollinearei 
und reziproker Beziehungen erzeugt werden können. Ein der 
artiges Beispiel liefert folgende für die Ebene schon in 13 
8. 27 erwähnte Konstruktion: 

Zwei räumlichen Systeme 2 und 2^ seien re« 
ziprok aufeinander bezogen; außerdem ist zwischen 
einem Bündel 8 von 2 und einem Bündel 8' von 2 
eine kollineare Beziehung hergesteUt. Irgend ein 
Punkt P von 2 bestimmt mit 8 verbunden einen 
Strahl p f dem in 8' ein Strahl p^ entspricht. In 
der reziproken Beziehung ist dem Punkte P eine 
Ebene n^ zugeordnet. Den Schnittpunkt P^ von p' 
. und jr' weisen wir dem Punkte P zu. 

Die Eigenschaften der dadurch definierten Punktver- 
wandtschaft zu ermitteln, fällt nicht schwer. Offenbar ge- 
langt man unter Anwendung der entsprechenden Konstruk- 
tion auch umgekehrt von P' zu P, da dem Punkte P' der 
Ebene n' eine durch P gehende Ebene entspricht. Laßt 
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man femer den Pankt P sich aof einer beliebiffen Ebene e 
bew^en^ so beschreibt die zogehorige Ebene n ein Bfindel 
nm den Pankt E* , welcher der Ebcase e zugeordnet ist nnd 
dieser Ebenenbündel ist reziprok anf den Bfindel der Strahlen j>' 
bezogen. Nach bekannten Sitzen erzeogen dann aber dim 
beiden Bündel eine Flache zweiter Ordnnngy die anoh durch 
S' und jET hindurchgeht. Granz in der gleidien Weise ent- 
sprechen den Ebenen von 2^ im Räume 2 Flachen zweiter 
Ordnung durch 8, 

Giehen wir nun dazu über, die singularen Elemente 
in beiden Bäumen au&usuchen. Zunächst sind S und S^ 
ausgezeichnete Punkte. Entsprechen ihnen nämlich bzw. die 
Ebenen o^ und o in der Korrelation, so mufi man dem 
Punkte P, wenn er nach 8 fallt, alle Punkte von a' zu- 
ordnen und ebenso dem Punkte S^ alle Punkte von a . G^ 
nauer l&ßt sich der Zusammenhang wie folgt formulieren: 
Nähert sich ein Punkt P auf einem Strahle p dem Punkte 8 
mehr und mehr, so &Ht der ihm entsprechende Punkt P 
im Grenzfalle mit dem Punkte zusammen, in welchem der 
in der koUinearen Beziehung der Bündel entsprechende 
Strahl p' die Ebene n^ schneidet. Den zu 8' unendlich be- 
nadibarten Punkten sind in ahnlicher Weise die Punkte von a 
zDgewiesen. 

Eine Ausnahme tritt femer ein, wenn der zu einem 
Punkte P gehörige Strahl p^ eanz in der Ebene n^ VtBgt, 
die dem Pimkte P entspricht: aenn dann ist diesem Pmücte 
dieser ganze Strahl zuzuordnen. Damit dies möglich wird, 
moB die Ebene n^ jedenfiills durch 8^ hindurchgehen, also 
muß ein solcher Punkt in der Ebene a von 2! gelegen sein. 
Lassen wir demnach einen Punkt X sich in der Ebene a 
bew^en, so beschreibt die entsprechende Ebene f^ den 
Ebenenbündel 8^ und der dem Yerbindungsstrahl 8X oder x 
entsprechende Strahl x^ des Bündels 8^ einen auf den Ebenen- 
bondel |^ reziprok bezogenen Strahlenbündel. Dann gibt es 
aber (ß. T. L 113.) einen K^el zweiter Ordnung von Strahlen, 
deren entsprechende Ebenen durch sie hindurchgehen und 
diesem Kegel entspricht in a ein Kegelschnitt Ä;'; jedem 
Pimkte K von k^ ist eine Erzeugende des genannten Kegels 
zngeordnet. Dieser schneidet femer aus der Ebene o' einen 
Kegelschnitt k^^ aus, dessen Punkte, wie leicht zu ersehen, 
im Baume 2^ die Eigenschaft besitzen, daß ihnen Gerade 
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in 2 entsprechen. Bezeichnen wir die ausgezeichneten £1< 
mente wieder als Fnndamentalsysteme, so können wir z\ 
sammenfassend bemerken: 

Im Saume 2 bilden der Punkt 5, die Ebene o 
der Kegelschnitt i* und der A^ 2iw& 8 projizierend 
Kegel zweiter Ordnung (SJc^) das Fundamentalsysten 
ebenso in 2" die analogen Gebilde 8',o\k'^ {S'k' ^) 
Den Punkten 8 und 8' sind die sämtlichen Punkte vo 
ö' bzw. o zugeordnet. Die Kegel {8h^) und (Ä'Ä'^ 
entsprechen einander Strahl für Strahl in der kol 
linearen Beziehung der Bündel 8 und 8' . Sind 
und V zwei einander entsprechende Erzeugende 
dieser Kegel, L und L' die Punkte, in denen si( 
den Kegelschnitten A* und h'^ begegnen, so ent 
sprechen dem Punkte L alle Punkte von V , jeden; 
andern Punkte von l entspricht der Punkt Z/' . 

Das Bild einer Ebene und einer Geraden. 

93. Eine beliebige Ebene e von S trifft alle Erzeugenden 
des Kegels {Sh'^), also enthält die entsprechende Fläche 
zweiter Ordnung in 2' den F.-Kegelschnitt i'^« die Ebene e 
schneidet femer die Ebene o in einer Geraden m, welche 
mit i^ zwei Punkte gemein hat. Die entsprechende Fläcbo 
zweiter Ordnung geht deswegen durch 8' und hat in 8' 
diejenige Ebene zur Tangentialebene, welche der Ebene {Sm) 
im Bändel 8' entspricht und diejenigen beiden Geraden zu 
Erzeugenden, welche den Schnittpunkten von e mit Tc^ ent- 
sprechen. Die Fläche ist demnach eine geradlinige oder nicht, 
je nachdem diese Schnittpunkte von m mit k^ reell oder 
imaginär sind. Berührt die Ebene e den Kegelschnitt P 
in einem Punkte P, so tritt der Übergangsfall ein: es ver- 
einigen sich zwei Erzeugende der Fläche zweiter Ordnung 
und diese wird also ein Kegel, dessen Spitze auf dem Strahle 
des Bündels 8' liegt, der dem Strahle SP eutspricht. In 
der Tat wird jede durch P in £ gezogene Gerade durch die 
Transformation wieder in eine Gerade übergeführt, wie wir 
weiter unten noch näher zu erörtern haben. 

Dem c»8-fachen System der Ebenen von 2 entspricht 
mithin das System der Flächen zweiter Ordnung, welche 
durch 8' und k'^ gehen, und analog bilden 8 und i' die 
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festen Elemente für alle Flächen zweiter Ordnung, in welche 
die Ebenen von 2^ übergehen. 

Irgend drei Ebenen von 2 schneiden sidi in einem 
Pankte P und die drei entsprechenden Flächen zweiter Ord- 
nung in 2' haben, wie man auch direkt zeigen kann, einen 
Punkt, sämlich den entsprechenden P' gemeinsam. 

Einer beliebigen Geraden ^ in ^, welche wir uns als 
Schnittlinie zweier Ebenen bestimmt denken, entspricht der 
bewegliche Durchschnitt der beiden zugehörigen Flächen 
zweiter Ordnung, also ein Kegelschnitt Kg, da beide Flächen 
ja den Kegelschnitt h'^ gemein haben. Dieser Kegelschnitt 
gehört ganz der Ebene an, welche im Bündel 8' der Ebene (Sg) 
entspricht, und er trifft i'* jn zwei Punkten. Diese ent- 
sprechen den Manteliinien des Kegels {SW^ , welche die Ge- 
rade g treffen. Die Gerade g hat femer mit der Ebene a 
einen Punkt T gemein; folglich geht Kg durch S' hindurch; 
dem Strahl ST oder t entspricht femer im Bündel S' ein 
Strahl ^, die Tangente an JT; in S'. 

Trifiß; die Gerade g den Kegelschnitt h^ y so scheidet die 
dem Schnittpunkte zugewiesene Erzeugende des Kegels (5^2;'') 
ans und wir erhalten als Bild von g wieder eine Gerade g^ 
in -?', welche ihrerseits mit Jc'^ einen Punkt geniein hat. 

Liegt g in der Ebene o, so entsprechen ihren beiden 
Schnittpunkten mit k^ zwei Erzeugende des Kegels (S'A'*), 
den übrigen Punkten von g ist der Punkt S' zugewiesen. 

Das Bild einer beliebigen Fläche und einer 

beliebigen B.aumkurve. 

94. Denken wir uns jetzt eine Fläche m-ter Ordnung / 
im Räume 2* gegeben, welche — um gleich den allgemeinsten 
Fall zu erledigen — v-mal durch den Kegelschnitt *«. hin- 
durchgeht und im Punkte S einen ^-fachen Knotenpunkt 
hat. Um ihr Bild f in 2" zu untersuchen, wahleu wir 
irgend eine Gerade g' in ü'. Der Ebene {S[gl entspricht 
dann eine gewisse Ebene durch S und in ^^^^^^g,J.^^|ti der 
Kegelschnitt, in den g' übergeht; derselbe ^^'^ S und 
trifft fc2 in den Punkten L und M, welche ^^^^^en %^^adeu 
der Ebene (S'^0 mit dem Kegel (S'*^) «Äittes kx,! ^ *^t 
Räche / liegt in der Ebene dieses Keg®*^ durch die p '^^^^ 
ffhier Ordnung C^, welche durch 5 /i-ß>**' ^^Vte L 
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und M )e r-mal hindaichgebl So viele Schnittpunkte; Um 
nicht dem F.-Sjsteme angehören, dieser K^elschnitt mE 
der Cm gemein hat, ebensovid Schnittpunkte mit ^ 
liefert die Gerade ^. Die Anzahl dieser Punkte ist abe: 
2m — /i — 2r und dies ist die Ordnung m^ von f y also 

(1) m' = 2m — /i — 2y. 

Es möge nun f den Eegelsduiitt if als y-&che Kurve enftp 
halten und in S' einen /i'-&chen Knotenpunkt besitzen, daoi, 
lassen sich v^ und /i^ in folgender Weise ermittehi: den 
Strahl 8L schneidet f in m^ fi — v Punkten, weldie nidktl 
dem F.-Systeme angehören, und denen also stets ein be-i 
stimmter Punkt U von h'^ entspricht: es ist mithin \ 

(2) v' «= m — /i -— V . 1 

Femer trifft die Verbindungslinie LM die (7"* in m — 2ri 
Punkten, die außerhalb L und M li^en, also hat die der jj 
Kurve C" in 2' entsprechende Kurve in 8^ einen (m — 2f)-i 
fachen Punkt, d. h. es ist 1 

(3) /i' = m — 2v. \ 

Die Fläche f schneidet die Ebene des Kegelschnittes ¥ ' 
außer in k* noch in einer Kurve von der Ordnung m — 2f, 
der in 2' ein Kegel von der gleichen Ordnung entspridit 
Dessen Erzeugende haben m — 2 1» + 1 konsekutive Punkte 
in 8^ mit der fläche gemein; derselbe ist daher derTangential- 
kegel im (m — 2 v)-fachen Punkte S' die Fläche f^ . 

Der Kegelschnitt Jc^ hat weiter mit der Fläche / noch 
2(m — 2 v) Punkte gemein; die diesen entsprechenden Strahlen 
durch 8^ gehören der Fläche f ganz an und durch sie geht 
auch der Tangentialkegel des Punktes 8\ 

Beispielsweise entspricht einer Fläche f'^ von der Ord- 
nung m, welche weder 8 noch i* enthält, eine Fläche f *• 
von der Ordnung 2m, welche in 8' einen m-fachen Punkt 
hat und k^* als m-fache Kurve enthalt. 

Berührt die Fläche f^ den Kegelschnitt k^ , so können 
wir uns die Fläche in der Nachbarschaft des Berührungs- 
punktes durch ihre Tangentialebene ersetzt denken, der nach 
dem obigen ein Kegel entspricht. Auf diese Weise erkennt 
man, dal das Bild der Fläche /*"* in diesem Falle außer in 
S^ noch einen weiteren Kiio^ÄiLigivmkfe b^^itzL 
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Nehmen wir als Beispiel eine Flache zwoter Ordnung 
in Sy weldie h^ drapelt berährty so entspricht ihr in Z^ 
eine Fläche vierter Ordnung mit drei Knotenpunkten, von 
denen einer in S' gelten ist; der Kegelschnitt V^ ist fBr 
sie eine Doppelkurve; durch S' gehen vier Grerade auf der 
Hache. I 

Gehen wir dag^n aus von einer Fladie zweiter Ord- 
nung, welche durch S hindnrchgehti aber nicht durdi Ä;* , so 
ist ihr Bild eine Flache dritter Ordnung, welche V^ ein&ch 
enthalt und in 8' einen Knotenpunkt besitzt. Die Flache 
zweiter Ordnung besitzt rwei Erzeugende, die durch 8 hin- 
durchgehen. Sie transformieren sich in Ekzeueende der FUche 
dritter Ordnung durch 8^ . Die übrigen vier ESneugenden 
der Flache dritter Ordnung durch 8' entsprechen den vier 
Schnittpunkten von i' mit der Flache zweiter Ordnung. 

Ist eine beliebige Baumkurve JS von der j>-ten Ordnung 
iu 2 gegeben, welche x-mal durch 8 gehen und mit i' 
X Schnittpunkte gemein hat, so möge die ihr entsprechende 
Baumkurve iZ' in 2^ von der Ordnung p' sein, x'-mal durch 
S* gehen und h'^ Jl^-mal treffen. Da einer Ebene in 2*' im 
ersten Baume eine Fläche zweiter Ordnung durch 8' und h^ 
entspricht^ so hat diese Ebene offenbar 2p — x^ X Punkte 
mit It gemein, d. h. man hat 

(4) y=2i>-x~A, 

Femer schneidet iZ den Kegel {ßh^) m2p-'2x — X Funkten, 
welche nicht dem F.-Sjsteme angehören, also ist 

(5) x' = 2i?-2x-A. 

Da endlich R die Ebene von k^ in p — X nicht auf h^ ge- 
l^enen Funkten trifft^ so ist 

(6) X'=^p-X. 

Speziell entspricht einer Baumkurve jp-ter Ordnung Bl^ , welche 
^^er 8 enthalt noch h* schneidet, eine Baumkurve 2j>'-ter 
Ordnung R'^^ , welche durch 8' p-msl hindurdigeht und dem 
K^B(£nitt h'^ m2p Punkten begegnet Sie wird demnach 
aus S' durch einen Kegel von der Ordnung j> projiziert, der 
dem Kegel entspricht, welcher von 8 aus nach Rf geht. 
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Die Formeln für die Transformation. 

95. Um nun auch die analytische Darstellung dies 
Transformation zu gewinnen, wählen wir in 2! sowie in ^ 
je ein Koordinaten-Tetraeder und die Ecken x^ =0 , x^ = ^ . 
iCg = bzw. x[ = Qy xi = j x^ = mögen als Bundelmitte 
punkte 8 bzw. S' genommen werden. Die kollineare Beziehun 
diese Bündel sei gegeben durch die Gleichungen 

Qx[^ ax^y Qxf^ = ax^, qx^ = ax^ 
oder 

\ ' / wj • »A/O • •Ä'O -~ U/i . vl/a . t*/Q • 

Die reziproke Beziehung von ü und ^' geben wir uns dural 
die Gleichungen 

(8) Si = a.i x^ + a^2 ^2 + «.s ^s + «a ^4 / (*' = 1 , 2 , 3 , 4; 
aus denen sich die anderen ergeben: 

(9) Si = a^xi + a2iXi + a^^x'^ + a^iX[. (i = 1 , 2 , 3 , 4) 

Irgend ein Punkt mit den Koordinaten X,- bestioinit 
einen Strahl im Bündel S, der gegeben sei durch die Glei- 
chungen 

-^ = -^^ und — ' = — ^ . 

« 

Sein entsprechender im Bündel ä' wird dann: 

(10) — = ^^ — = ^ 

Außerdem ist dem Punkte X^ die Ebene zugewiesen: 

(11) Ax[ + JBa;^ + Cx'^ + Drri = , 

wobei 

A = ^11 Xi +,021 ^2 + ^31 ^3 + <^n ^4 

B = «21 Xi + «22 X2 + 0^23 ^3 + ^24 ^4 
C = «31 X^ + «go Xj + «33 X3 + «34 X4 
7) -: «n Xj + «42 X2 + ^hi ^3 + «44 ^4 • 

Der Schnittpunkt des Strahles (10) mit der Ebene (11) ist der 
dem Punkte X^ entsprechende Punkt X/. Schreiben wir 
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(T Kürze wegen statt der X4 die Xi, so erhalten wir die 
Pormeln: 

, -_ . I 3/^ l 00^ • üCj Z CC^ = U X\ \ 1/ JCa • JJ •jCjj 

lese vereinfachen sich noch^ wenn wir annehmen^ daß dem 
'linkte S oder a^ = 0, a:, = 0, arg = die Ebene x'^ = 
»Btspricht und dem Punkte S' oder a:( = , a'2 =- , a*3 = 
Le Ebene 0^4 = 0. Denn dann muß sein: 

«14 = «24 = ^4 = 

Lud 

«41 = «42 = «44 == , 

lIso 

D = a^^ a?4 =» — Ä a?4 . 

ie Gleichungen (12) gehen dann aber in die folgenden über: 

L ^-* o\ / / / / 9^ vi 2 8 ' 

'■-^Aij) X\ • wJo • •'P3 • x^ — a/i u/j • a/2 3/4 : «i/jj Xa : ~, ■ ~" y 

'Wobei q) ein allgemeiner Ausdruck zweiten Grades in x^ , 
a^, x^. Ebenso erhalten wir 

w(x[x!^x!>) 

I Xtc I *vj • iX/o • «Ä/o • •«'4 """• •*'! •*'4 • »*'2 **'4 • •*'3 •*'4 • j " ~ ' j 

. wobei 9? der gleiche quadratische Ausdruck in den x^ ist. 
Die Substitution ist also in der Tat eine quadratische. Die 
Kegelschnitte k^ und f sind gegeben durch 

(p{Xi , a?2, Xg) = 0, 0:4 = bzw. (p{xiy x^, x^) = 0. 0:4 = 0. 

Der quadratische Ausdruck stellt den Kegel (Sk^) bzw. 
(S^k^-) vor. Es ist nicht schwer, nun auch analytisch die 
abgeleiteten Resultate zu bestätigen. 

Koinzidenzpunkte und involutorische Punktpaare. 

96. Die Koinzidenzpunkte der Transformation lassen 
sich auf Grund der gegebenen Erzeugung in einfacher Weise 
ermitteln. Sucht man zunächst in den kollinearen Bündeln 
solche entsprechende Strahlen auf, die sich fcchneiden, so er- 
füllen die Schnittpunkte dieser Strahlen eine durch S und S' 
gehende BAumkvrve dritter Ordnung K^ . Denn irgend eine 
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Ebene schneidet aus den beiden Bündeln kollineare Feldei 
ans, welche drei Doppelpunkte besitzen, die in dieser Ebene 
gelegenen Punkte der Raumkurve. Außerdem bestimmt die 
Korrelation eine Eemfläche Fp (6. T. 1. 178.) als Ort aller 
Punkte des einen oder andern Systems, deren entsprechende 
Ebenen durch sie hindurchgehen. Die Baumkurve 12^ schneidet 
aber aus der Fläche zweiter Ordnung Fp sechs Punkte aas, 
die offenbar mit ihren entsprechenden sich decken und dies 
sind im allgemeinen Falle die einzigen Eoinzidenzpunkte der 
Transformation. 

um weiter die Frage zu entscheiden, ob diese Trans- 
formation ein sich involntorisch entsprechendes Punktpaar 
enthSlt, können wir eine Untersuchung durchführen, die der 
ftr ebene Systeme (vgl. 81.) entspricht. Betrachten wir einen 
Strahl des Bündels jS als zu ^ und 2' eehörie und be- 
zeichnen ihn dementsprechend mit a und ^'^so ^toprechen 
ihm in der quadratischen Verwandtschaft ein Strahl a' 
des Bündels 8' und andererseits ein Kegelschnitt Kv. Wir 
wollen nun zunächst untersuchen, ob es vorkommt, daß a' 
diesen Kegelschnitt Kv trifflb. 

Lassen wir a einen Strahlenbüschel in einer Ebene » 
durch 8 beschreiben, so durchläuft a' einen projektiven 
Strahlenbüschel in der entsprechenden Ebene »' von 8' ^ die 
Kegelschnitte Kv aber erfüllen eine Fläche zweiter Ordnung 99« , 
welche durch 8 und h^ hindurchgeht, und sie liegen in den 
Ebenen eines Ebenenbüschels, dessen Achse der Strahl / ist, 
der dem Verbindungsstrahl 8' 8 als f genommen entspricht 
Aus der Ebene a' schneidet dieser Ebenenbüschel einen 
Strahlenbüschel aus, der wiederum projektiv zum Strahlen- 
büschel a' ist, während die Fläche q)c(, als Schnitt mit <x* 
einen Kegelschnitt K^ liefert Die beiden in der Ebene (x* 
gelegenen Strahlenbüschel erzeugen aber einen Kegelschnitt, 
der mit £*« vier Schnittpunkte gemein hat. In einem solchen 
begegnen sich alsdann ein Strahl und ein Kegelschnitt, die 
dem gleichen Strahl von 8 doppelt entsprechen; bezeichnen 
wir also einen solchen Schnittpunkt mit X und gleichzeitig Z^, 
so entsprechen ihm zwei Punkte Xf und Y auf dem gleichen 
Strahl des Bündels 8. Wird femer 8' als Punkt U von 2 
genommen, so entspricht ihm ein Punkt U' und die Ver- 
bindungslinie 8U' trifft die Ebene c in einem Punkte, der 
eben&lls 8' entspricht. Wir können daher behaupten: Alle 
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Funkte, deren in beiderlei Sinn entsprechende Punkte anf 
Stehlen durch S li^en, erfBllen eine Banmkorve ffinfter 
Qrdnongy welche wach durch S und S' hindurchgeht 

Eine anal<^ Kurve erhalten wir f&r den Bfindel S^ . 
So]l nun aber zunScfast blofi ein eimdgetf Punktpaar vor- 
handen sein, das sich involutorisch entspricht^ so müßte es 
beiden Baumkurven angehören. Da aber die beiden Baum- 
kurven sich im aUgemeinen nicht schneideni so ist ein solches 
Ponktpaar auch nicht vorhanden. Es folgt also: 

Die betrachtete quadratische Transformation ent- 
halt sechs Koinzidenzpunkte, aber im allgemeinen 
keine sich involutorisch entsprechenden Punkte. 

§ 21. SperieUe FäUe. 

Perspektive Systeme. 

97« Die zaUreichen speziellen Fälle dieser quadratischen 
Verwandtschaft ergeben sich, wenn wir entweder die kol- 
lineare Beziehung der beiden Bündel oder die reziproke Be- 
ziehung der raumlichen Systeme oder beide gleichzeitig speziar 
lirieren. Dabei wollen wir aber einstweilen noch metrische 
Grebilde (Kugel, Kreis) von der Betrachtung ausschließen« 

Setzen wir — um gleich den wichtigsten Fall zu er- 
halten — zunächst voraus, die beiden Bündel 8 und 8^ seien 
kongruent und außerdem konzentrisch in eine solche Lage 
gebracht, daß jeder Strahl sich mit seinem entsprechenden 
deckt, während die Korrelation der räumlichen Systeme eine 
allgemeine bleiben soll. Die Kemfläche Fp derselben wird 
jetzt von jedem Strahl des Bündels 8 in zwei Punkte ge- 
schnitten, die sich offenbar selbst entsprechen. Sie sind 
gleichzeitig die Doppelpunkte der projektiven Punktreihen, 
die jeder sich selbst entsprechende Strahl des Bündels 8 
trägt Es tritt in diesem Falle eine ganze Fläche Fp auf, 
deren Punkte sämtlich sich selbst entsprechen, also eine 
^este'' Fläche. 

Da femer die beiden Kegel (SJc^) und {S'k'^) im all- 
gemeinen Falle sich in der kollinearen Beziehung der Bündel 8 
und 8' entsprachen, so müssen beide Kegelflächen jetzt in 
eine sich vereinigen, und auf ihr liegen die beiden Kegel- 
schnitte Ä« und *'2. Jedem Punkte emes dieser Kegel- 
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schnitte entspricht die durch ihn hindurchgehende Erzeugende 
folglich gehören V und &'^ der festen Fläche der Koinzidenz* 
punkte an und stellen den vollständigen Schnitt derselben 
mit dem K^el zweiter Ordnung dar. Wir können diese 
Systeme als i^quadratisch perspeküv^' bezeichnen. 

Die allgemeine Inversion. 

98. Machen wir jetzt noch die weitere Annahme, daß 
die reziproke Beziehung eine involutorische sei, daß sie folg- 
lich in die polare Beziehung in bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung f^ übergeht, so entspricht irgend einem Punkte JP 
derjenige Punkt P^, in welchem der Verbindungsstrahl SP 
von der Polarebene des Punktes P in bezug auf f^ ge- 
schnitten wird. Trifft der Strahl PP' in A und B die 
Fläche /^, so sind also Ä^ B, P, P vier harmonische 
Punkte und man kann, ausgehend von 8 und p, durch diese 
Eigenschaft allein die Transformation definieren [Geiser (7)]. 
Die Beziehung ist jetzt eine involutorische. Die beiden 
Kegelschnitte Jc^ und k^^ vereinigen sich in einen einzigen, 
nämlich die Berührungskurve des von 8 aus an f* gehenden 
Tangentenkegels. Wir erhalten demnach folgende Erzeugung 
dieser quadratischen Inversion: 

Eine Fläche zweiter Ordnung p ist g^ben und 
ein Punkt 8; jedem Punkte P ordnet man denjenigen 
Punkt P' des Strahlen SP zu, der von P durch p 
harmonisch getrennt wird, oder also den Schnitt- 
punkt von 8P mit der Polarebene von P in bezug 
auf p . Jedem Punkte der Berührungskurve des 
von 8 aus an /^ gehenden Tangentei^egels ent- 
spricht der durch ihn gehende Strs^l des Bündels 5. 
Jedem Punkte der Ebene der Berührungskurve ent- 
spricht der Punkt 8. Alle Punkte von p ent- 
sprechen sich selbst. 

Man bemerke, daß die Existenz dieser Transformation 
unabhängig davon ist, ob der Punkt 8 außerhalb oder 
innerhalb der Fläche p liegt Im letzteren Falle wird 
lediglich der Tangentenkegel von 8 aus sowie dessen Be- 
rührungskurve mit /^ ganz imaginär. 

Die Formeln für diese Verwandtschaft sind ganz die 
gleichen wie früher, vgL S. 187 (13) und (14), nur beziehen sicli 



i 21. Speadle FiU«. 191 

jetzt die a^ und die d^' anf das gleiche F.-Tetraeder. FOr 
die feste Flädie p etfaält man die Gkidiaiig: 

(15) ^»(a^aia,) — ia5 = 0. 

Weitere spezielle F&lle. 
89. Andere Spezialisierung«! dieser TrMasfoimrtioa 
mögen nur kurze Erwähnung finden. So steht es uns z. iS. ja 
frei, die beiden Bündel S und /Sf in perspektiver I^ ?^- 
zonehmen, also so, daB sich je zw» entsprechende o™"«» 
auf einer Ebene b^egnen. Dann erhalten wir im Boönn* 
dieser Ebene mit der Kemfläohe F, der Korrelation einen 
von lauter Koinzidenzponkten gebüdeten Kegelschnitt, aubm^- 
dem enthält die Verbindungslinie SS' der Bündehiatte^pui^ 
in den Schnittpunkten mit F, noch ein Paar l^'f^^^^" 
inzidenzponkte. Alle Verbindun^linien entsprechender runitte 

treffen die Gerade SS'. „ , „/ -„..~.^. 

Setzen wir dagegen voraus, daß S und S J™«^«»- 
fallen, während di? Bändel pewpektiv hegen so erhalte^ 
wir ^eder einen Kegelschnitt von Koinzidenzpunkten un^ 

ein einzelnes Paar. . , ^•o,w.t+,v««^,-i. 

Nehmen wir die Bündel konzentmoh, P^^ «ad ub«p^ 
dies involntorisch, die zugehörige Kondataon »^ noch alU 
gemem, so zeichnet sich dtese Verwandte^ d^urch a^^ 
£ß ste oc« involutorische Pun^tpaare enAdt ^««»e FI^q^,» 

dritter Ordnung erfüllen. Denn T»f*^***f."!lS^ ^'^* Q% 
rade (^, «^0 Äei% als -^:C^^^SC^Z^^^^i. 



«^.x^..^. u^ug«fl r s^iovinkten vereinigen si^iT- « , >f 

ihren ubngen drei Schnittpttn ^^^ ^^^^^ bicj^ ^ j^^ 

sprechende Punkte und «J^^eordnet, womit Z^, %Ur ^ 

Geraden l mvolutonsch ^.^^e dritter Ordnet. ^ViaT ^«> 

hauptuDg erwiesen. I>i® ^.* lebene in S bestiw^^ fe^V^ ^«^ 
durch S. Ihre Tangerxtiale^«^ ^, «chnS^'^t \,h 



folgt: Die beiden ßbeoe»^^ (g^ «"teprechLl'^V^^^ Vi 
Geraden t und die der Blb®'^ »"^echead^ ^TtH eine 

rührt in 8 diese Fläche- - ^g konzentriB„v "^^Äe b< 

Verbinden wir eix<il»gj^del S undS?^' V^>^iv . 
involntorisch gelegene» -"^ ö^it ^^ktiv ui 



'^ 



^ir r&ui 
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liehen Polarität^ so erhalten wir eine dmchw^ involutoiische 
Verwandtschaft Aach in diesen drei T^ninsformationeii 
treffen die Yerbindungslinien entsprechender Punkte sämtlicl^ 
eine feste Gerade, die Achse der Perspektiven StrahlenbündeL 

§ 22. Die Abbildung der FUche zweiter Ordnung auf 

eine Ebene. 

Geometrische Herleitung der Abbildung. 

100« Betrachten wir in der allgemeinen Transformation 
zweiten Grades (95.) eine Ebene £ in ^ und die ihr in 2' 
entsprechende Flache zweiter Ordnung, so wird diese Flache 
durdi die Transformation eindeutig auf die Ebene abgebildet. 
Den Schnittpunkten von e mit Tc'^ entsprechen die zwei durch 
8' gehenden Erzeugenden der Flache, und damit sind auch 
alle singularen Elemente, in denen die Eindeutigkeit der 
Zuordnung eine Störung erleidet, angegeben. Ohne die 
Allgemeinheit zu schädigen, können wir übrigens statt der 
allgemeinen Transformation zweiten Grades die Perspektive 
(97.) benutzen und eine Ebene und die ihr entsprechende 
Fläche zweiter Ordnung betrachten, die dann durch den 
Strahlenbündel 8 aufeinander perspektiv bezogen werden, 
unabhängig von der Baumtransformation erhalten wir dem- 
nach die Abbildung der Fläche zweiter Ordnung auf die 
Ebene in folgender Weise: 

Auf der Fläche zweiter Ordnung f^^ welche auf eine 
beliebig gegebene Ebene b abgebildet werden soll, wählen 
wir irgendwo einen Punkt 5; jeder Strahl durch 8 schneidet 
die Ebene e in einem Punkte P und die Fläche /*' in P'^ 
und beide Punkte ordnen wir einander zu. Durch 8 gehen 
zwei Erzeugende a und h von f^, welche in A und B die 
Bildebene treffen (Fig. 49); den Punkten A und B von £ 
entsprechen bzw. diese Erzeugenden a und b. 

Auf der f^ liegen femer zwei Systeme von Geraden: die 
Begelschar [a], gebildet von allen Erzeugenden, welche zur 
gleichen Schar wie a gehören, mithin alle die Gerade h 
treffen, und die Regelschar [6] , deren Erzeugende alle zu l 
windschief sind, während sie der Erzeugenden a beg^ncD. 

Jede Erzeugende Ot bildet sich demnach in £ cds eine 
durch B gehende Gerade ab und jede Erzeugende bi als ein 
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lanihl hi durch A. Dem zu Ä unendlich benachbarten 
tmkte von bl oder der Bichtone bt durch A entspricht der 
a a tmendlich benachbarte Puut von b^, also die Rieh- 
nng bii überiianpt dem ganzen den Punkt A umgebenden 




Fig. 4S. 



Ich kleinen Gebiet der längs a sich erstreckende Streifen 
lUche f^. Irgend einem Punkte Z auf der F.-Linie AB 
der auf 8Z an 8 unendlich benachbarte Punkt 
^IgBoidneti dem Punkte S die ganze F.-Linie AB . 




zu- 



f 



Die Bilder der auf p gelegenen Kegelschnitte. 

lOl, Betrachten wir jetzt irgend einen ebenen Schnitt 

f^, also einen K^elschnitt K, so wird derselbe aus S 

einen Kegel zweiter Ordnung projiziert und sein Bild 

e ist folglich wieder ein Kegelschnitt K\ der notwendig 

3h A und B hindurchgehen muß^ da K die Erzeugenden a 

[md h trifflb. Andererseits bildet sich jeder Kegelschnitt von 

■t, der die Punkte A und B enthält, wieder in einen Kegel- 

itt von f* ab. Der Schnittkegelschnitt K^ von s und /* 

spricht sich Punkt für Punkt selbst, wodurch allein sich 

Abbildung von dem allgemeineren Falle unterscheidet, 

1 wir oben als Ausgangspunkt wählten. Eine weitere 

renschaft des Bildes K' eines Kegelschnittes K ergibt 

üf wenn wir uns längs K den berührenden Kegel zweiter 

fi^ung an /^ koDstniiert denken, dessen. Si^itL^ Q «^L 

DoeblemauB, Oeometriache Tnnaforxnatlonen. H. \^ 
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Ermitteln wir auch in den Schnittpunkten von K mit a und h 
die Tangentialebenen an p, so gehen sie einerseits durch 
die Spitze Q dieses K^els^ andererseits schneiden sie die 
Bildebene in den Tangenten in A und B an K\ Der 
Schnittpunkt Q dieser Tangenten ist aber der Pol der 
Linie AB in bezug auf K' und er kann als Zentralprojektion 
der Spitze Q aus S betrachtet werden. £s hat sich dem- 
nach ergeben: 

Bildet man eine Flache zweiter Ordnung f^ durch 
Zentralprojektion aus irgend einem ihrer Punkte auf 
eine beliebige Ebene ab, so erscheinen alle Kegel- 
schnitte von f^ im Bilde wieder als Kegelschnitte, 
welche sämtlich durch zwei feste Punkte A und B 
hindurchgehen, die auf dem Schnittkegelschnitt von 
p mit der Bildebene gelegen sind. Der Pol eines 
solchen Bildes in bezug auf die Linie AB ergibt 
sich| wenn man die Spitze des Kegels, der die p 
längs des ursprünglichen Kegelschnittes berührt, aus 
dem Zentrum in die Bildebene projiziert. 

Wir haben vorausgesetzt, daß die f^ reelle Gerade ent- 
halt. Ist dies nicht der Fall, so gilt der Satz in der gleichen 
Weise, nur werden die Punkte A und B imaginär^ ihre 
Verbindungslinie bleibt reell. 

Angaben und Lehrsätze, die sich auf das ooS-&che 
System der Kegelschnitte durch zwei feste Punkte beziehen, 
können auf Grund dieser Betrachtungen übertragen werden 
auf das System der Kegelschnitte einer Fläche zweiter Ord- 
nung, die eine Mannigfaltigkeit der gleichen Art vorstellen. 
So wird es z. B. leicht sein, zu den Sätzen über das Kegel- 
schnittbüschel analoge für die Fläche zweiter Ordnung zu 
finden. 

Baumkurven auf der p und ihre Bilder. 

102« Namentlich kann diese Abbildung nun dazu dienen, 
die auf einer p gelegenen Baumkurven zu studieren. Denken 
wir uns irgend eine Baumkurve n-ter Ordnung B^ auf der 
py so hat sie mit jeder Ebene, also auch mit jeder Tangential- 
ebene der p , n Punkte gemeinsam. Der Schnitt einer Tan- 
gentialebene mit der /^ besteht aber in zwei Erzeugenden, 
Of und hiy je einer aus jeder Schar, auf denen demnach die 
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n Schnittpunkte gelten sein müssen. Nehmen wir an^ die 
Erzeugende Oi enthalte »^ die Erzeugende hi dagegen ß Punkte 
der i2", wobei oi'\-ß = n. Irgend eine andere Erzeugende a^ 
der Schar [a] triffi; hiy und da auch die Ebene (a^b^) im 
ganzen n Punkte der R^ enthalt, ß Punkte aber auf hi 
Uegen^ so begegnet mithin auch die Erzeugende a« der 1{~ 
ia <x Punkten. Es müssen daher überhaupt alle Erzeugen- 
den der Schar [a] je (k und alle Erzeugenden der Schar [&] 
je ß Schnittpunkte mit der R^ besitzen. Wir wollen diese 
Kurve durch das Symbol {Xy ß) bezeichnen. Natürlich können 
die a. Punkte auch teilweise imaginär werden, worauf nicht 
weiter Bücksicht genommen werden solL Das Bild der R* 
in e wird nun eine Kurve n-ter Ordnung sein, welche offen- 
bar (X-mal durch den F.-Punkt Ä und /3-mal durch B hindurch- 
geht. Andere Schnittpunkte mit der Linie AB kann dies 
Bild nicht haben, da ja die B^ auch nicht durch S hindurch- 
ging. Umgekehrt liefert eine ebene Kurve dieser Art wieder 
eine Raumkurve {x, ß) als Original, und da wir die Gleichung 
einer solchen ebenen Kurve ohne weiteres anschreiben können, 
80 ist damit die Existenz der Kurve (oc , ß) erwiesen. 

Es gelingt auch leicht, die Anzahl der Typen einer B** 
auf eiaer p zu ermitteln; denn wir haben ja nur abzuzählen, 
wie oft sich die ganze Zahl n in zwei Summanden (x und ß 
zerlegen läßt Daß einer der beiden Summanden Null wird, 
brauchen wir nicht zu berücksichtigen. Denn ist z. B. ^ = , 
ß = n, so hat die ebene Kurve n-ter Ordnung in B einen 
n-fachen Punkt, sie muß also in n Gerade durch B zer- 
fallen, und die zugehörige Baumkurve besteht in n Erzeu- 
genden der Schar [tx]. Dementsprechend haben wir nur 
folgende Falle ins Auge zu fassen: 

a = 1 , ß = n— 1 



öt = ifc, ß = n — k 

a=w — 1, ß = 1 . 

Weiter unterscheiden sich aber die zwei Raumkurven, 
welche durch die Symbole {k,n — h) und (n — i, l) gep^"' 

13* 
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werden, nicht wesentlich, da nur die beiden Begelscfaaren 

ihre Bolle vertauscht haben. In dem obigen Schema liefern 

also die erste und letzte, die zweite und vorletzte Zeile usf. 

je den gleichen Typus einer S^ . Ist n ungerade, so er- 

^ -t 

halten wir demnach — ^r — Typen; für gerade Werte von n 
dagegen tritt in der Mitte des Schemas das Symbol (-^, -^) 

auf und die Zahl der Typen betragt — ^ ^1=^ -^, EJs 

folgt also der Satz: 

„Die Anzahl der verschiedenen Typen einer Raum- 
kurve n-ter Ordnung auf einer Flache zweiter Ord- 
nung betragt — - — für ungerade Werte von n und — 
für ein gerades n/' 

103. Eine weitere Frage bei der Betrachtung der Baum- 
kurven bezieht sich darauf, welche derselben als vollständiger 
Schnitt zweier Flächen entstehen. Für die auf einer f^ ge- 
legenen 22" können wir dies auf Grund unserer Abbildung 
entscheiden. Denn schneiden wir zunächst die f^ mit einer 
Fläche ^-ter Ordnung, so ergibt sich eine Baumkurve (2 ^)-ter 
Ordnung vom Typus (a, a), und umgekehrt kann eine 
Baumkurve von diesem Typus als ein derartiger vollständiger 
Schnitt betrachtet werden. 

liegt aber eine Raumkurve (a, ß) vor, wo a > j8, so 
wählen wir (x — ß Erzeugende der Schar [a] beliebig aus; 
dann bilden diese zusammen mit der 22" eine Kurve vom 
Typus {(X j (x) und diese kann als vollständiger Schnitt der 
f^ mit einer Fläche ^-ter Ordnung betrachtet werden. Es 
(st aber dann unmöglich, daß eine Fläche von niedrigerer Ord- 
nung durch die 22^ hindurchgeht Denn auf jeder Erzeugenden o,* 
von p müssen ä Punkte der 22'* liegen, d. h. so viele Schnitt- 
punkte muß diese Erzeugende mit einer durch die 22^ gehen- 
den Fläche mindestens gemein haben. Wir können mithin 
weiter behaupten: 

Eine auf der f^ gelegene Baumkurve 22* vom 
Typus (<x , (x) ist der vollständige Schnitt der f^ 
mit einer Fläche a-ter Ordnung, eine 22* vom 
Typus (a,/8), wo Ä>/8, kann nicht als voll- 
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ständiger Schnitt der f^ und einer andern Flache 
auftreten; erst in Verbindung mit » — ß ihrer 
(X-fachen Sekanten erscheint sie als vollständiger 
Schnitt mit einer Flache a-ter Ordnung, und es 
gibt keine Fläche von niederer Ordnung durch 
die U*. 

So sind — um einige Beispiele zu erwähnen — die 
Kurven (1^ 1) die Kegelschnitte auf der p , (1^ 2) oder (2, 1) ist 
das Symbol, welches die Baumkurven dritter Ordnung auf 
der f^ liefert. Raumkurven vierter Ordnung erhalten wir 
zweierlei Typen: {2, 2) gibt die Baumkurve vierter Ordnung 
erster Spezies, welche der Schnitt der f^ mit einer zweiten 
Fläche zweiter Ordnung ist, also die Basiskurve eines 
Flächenbüschels; (1, 3) symbolisiert die rationale Baumkurve 
vierter Ordnung zweiter Spezies. Durch sie geht keine zweite 
Fläche zweiter Ordnung, aber in Verbindung mit zwei Er- 
zeugenden ans der Schar der dreifachen Sehnen gibt sie den 
vollstaodigen Schnitt der f^ und einer Fläche dritter Ordnung. 

Baumkurven durch das Projektionszentrum. 

104. Unerledigt blieb bisher der Fall, daß eine Baum- 
kurve auf der p durch das Projektionszentrum S hindurch- 
geht. Solche Kurven erhalten wir, wenn wir in der Bild- 
ebene eine ganz beliebige Kurve zeichnen, welche etwa ^-mal 
durch Ä , ß-msl durch B hindurchgeht und die F.-Linie AB 
noch überdies ;e-mal trifft, so daß sie also von der Ord- 
nung (X + ß + X ist. Den (k Durchgängen entsprechend hat 
die Erzeugende a dann (x und die Erzeugende b analog 
j3 Punkte mit der entsprechenden Baumkurve gemein, während 
den H weiteren Schnittpunkten auf AB ebenso viele Durch- 
gODge der Baumkurve durch S zugeordnet sind. Auf irgend 
einer Geraden durch A in der Bildebene erhalten wir femer 
außer A noch ß + x Schnittpunkte mit der ebenen Kurve, 
auf einer Geraden durch B (x + x; folglich muß jede Gerade 
der Schar [6] ß + x und jede Erzeugende der Schar [a] 
(K + x Punkte der Baumkurve enthalten; diese ist daher vom 
Typus {tx + Xf ß + x) und von der Ordnung (x + ß + 2x; 
sie hat in 8 einen x-fachen Punkt und wird aus ihm mit- 
hin nach bekannten Sätzen durch einen Kegel von der Ord- 
nung (X + ß + X projiziert. 
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So entspricht z. B. einer beliebigen Geraden { der Bild 
ebene auf der p ein durch j8^ hindurchgehender Kegelschniti 
der in der Ebene {Sl) gelegen ist; ein beliebiger Kegel 
schnitt der Bildebene^ der weder durch A noch durch J 
hindurchgeht, liefert auf p eine Kaumkurve vierter Ordnuxi] 
vom Typus (2, 2)^ also erster Spezies^ welche in S einei 
Doppelpunkt hat 

Was schließlich die Formeln betri£Pt, welche die Ab 
bildung einer Fläche zweiter Ordnung auf eine Ebene ver 
mittehiy so nehmen dieselben die ein&chste Form an, weni 
die Bildebene die Flache berührt Doch können wir au: 
deren Ableitung um so mehr verzichten, als sie in unserer 
allgemeinen Trsmsformationsgleichungen enthalten sind. In 
übrigen verweisen wir auf die Arbeiten von Cayley (5). 
Chasles (6) sowie auf die Darstellung Lindemjanns in 
seinen ^^Vorlesungen'', 2. Bd., 1. Teil, 8. 414ff. 

Mit den quadratischen Transformationen der Ebene 
läßt sich diese Abbildung in Verbindung bringeoi, wenn 
wir die Fläche p aus zwei verschiedenen Zentren S und S^ 
auf die gleiche Ebene abbilden und die beiden Bilder P' 
und Px des gleichen Punktes P von p einander zuordnen. 
Die dadurch entstehende Transformation in der Bildebene 
ist offenbar eine quadratische. Treffen die durch 8 gehen- 
den Erzeugenden a und h von p im A und B, die durch 
Sl gehenden Erzeugenden % und \ aber in A^ und B^ die 
Bildebene, so schneiden sich AB^ und ^^J? in demjenigen 
Punkte, in welchem die Verbindungslinie 88i der Bildebene 
begegnet. Bezeichnen wir ihn mit G und gleichzeitig mit C^ , 
so sind ABC und A^BiCi die F.-Dreiecke der entstehenden 
quadratischen Verwandtschaft Sie enthält den Schnittk^I- 
schnitt Kq von e und p als feste Kurve, ist also von der 
speziellen Art, die wir in 21., S. 39 besprochen haben. 

Die allgemeine stereographische Projektion. 

105. Statt die Bildebene ganz beliebig anzunehmen, können 
wir sie auch parallel zur Tangentialebene der p im Punkte S 
wählen. Ist p eine Mittelpunktsfläche, so ist es weiter mög- 
lich, daß € die p ebenfalls berührt Wir haben nur den 
durch 8 gehenden Durchmesser von p zu ermitteln und die 
Tangentialebene in seinem zweiten Schnittpunkte als Bild- 
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ebene zu benutasen. Die in dieBem letzteren Falle entstehende 
Abbildung soll als ^yallgemeine'' stereograpbisohe Pro- 
jektion bezeichnet weisen (vgl. §26 8.223). Die Punkte A 
und B werden jetzt die unendlich fernen Punkte der in e 
Hunden (reellen oder imaginären) Erzeugenden der /^y die 
F.-Linie geht über in die unendlich ferne Gerade der Bild- 
ebeoe. Der über die Bilder der Kegelschnitte von f^ (S. 194) 
ausgesprochene Satz modifiziert sich demnach wie folgt: 

Die Bilder der auf der p gelegenen K^elschnitte 
werden bei der allgemeinen stereograj^ischen Pro- 
jektion ahnliche und ahnlich gelegene K^lschnitte, 
deren gemeinsame unendlich ferne Punkte durch 
die Richtungen der in der Bildebene gelegenen Er- 
zengenden von / ' gegeben sind. Der Mittelpunkt eines 
solchen Kegelschmttes der Bildebene ergibt sich als 
Zentralprojektion der Spitze des Kegels, welcher der 
f^ längs des entsprechenden K^elschnittes um- 
schrieben ist 

Wählen wir speziell das Projektionszentrum in einem 
nNabel^- oder ^^eis^'-Punkt der Flache /^y so schneidet die 
Tangentialebene in ihm aus der Fläche einen Nullkreis oder 
zwei Minimalgerade aus (vgl. 26.) und ebenso die dazu paral- 
lele Bildebene. Es folgt also dann: 

Projiziert man eioe Flache zweiter Ordnung aus 
einem Nabelpunkt stereographisch auf eine Ebene, 
so werden die Bilder aller ebenen Schnitte der 
Fläche Kreise und jedem Kreise der Bildebene ent- 
spricht auf der f^ ein Kegelschnitt 

Diese Sätze sowie gewisse Verallgemeinerungen der- 
selben gab schon Chasles (1, 2, 3). 

Um noch ein in der darstellenden Geometrie verwend- 
bares Beispiel anzuführen, sei ein elliptisches Rotations- 
paraboloid gegeben, dessen Achse auf der Bildebene senk- 
recht steht Dann folgt aus dem ersten Teil des obigen 
Satzes, daß alle ebenen Schnitte dieser Fläche, orthogonal 
in die Bildebene projiziert^ als Kreise erscheinen. 

Das System der Geraden einer f^ kann auch dazu 
dienen, die Punkte der p je durch zwei Koordinaten fest- 
«degen. Wir haben nur nötig, etwa die durch S gehenden 
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Eneugenden a und & als ein Koordinatensystem einzufuhr^ 
und jeden Punkt P der f^ durch die Abschnitte 

uns gegeben zu denken, welche die durch P gehenden Er- 
zeugenden bi und % auf den Geraden a und b liefern (Fig. 49). 
Eine Gleichung zwischen f und rj stellt dann eine ad! äst 
f* gelegene Baumkurve dar. Flacker (4) hat zuenl 
diese ,,hyperboloidaIen^^ Koordinaten benutzt und weiter for 
die allgemeine stereographische Projektion folgende ein&che 
Beziehung gefunden: Nimmt man die Ebene von a und l 
als Bildebene, so daß also das Projektionszentrum der zweitoJ 
Schnittpunkt des durch S gehenden Durchmessers der Flache/^ 
so fallt die Projektion eines Punktes P von p mit den Ko- 
ordinaten f und fj zusammen mit demjenigen Punkte der 
Ebene (a 6) , der in bezug auf das von den Erzeugenden a 
und b gebildete gewöhnliche Koordinatensystem die schief- 
winkligen Koordinaten f und 17 hat. Irgend eine Gleichung 
zwischen { und 17 kann demnach in doppelter Weise ge- 
deutet werden: sie gibt auf der Fläche p eine Baumkorvf 
und in der Ebene (ab) interpretiert das stereographische BSd; 
dieser Baumkurve. 
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VI. Kapitel. 

Die aus dem unendlich feraen Kugelkreis abgeleiteten 



§ 23. Der unendlich ferne Kngelkreis und die durch 

ihn definierten Gebilde. 

Der unendlich ferne Kugelkreis. 

106« Betrachtet man ein Bündel mit dem Mittelpunkte S 
und errichtet zu jeder seiner Elbenen in 8 die Senkrechte^ 
80 bildet dieses System^ wie wir in G. T. I. 117., S. 192 
gesehen haben^ eine involutorische Korrelation^ der ein ge- 
mser, ganz imaginärer Ordnuugskegel zukommt. Die Tangen- 
tialebenen dieses Kegels enthalten die ihnen entsprechenden 
Geraden^ und diese letzteren sind die Erzeugende dieses 
E^ls. Das so definierte Polarsystem dieses imaginären 
E^els wird nnn von der unendlich fernen Ebene des 
Baunes in einem ebenen Polarsystem geschnitten^ als dessen 
Oidnungskegelschnitt der Schnitt mit dem genannten ima- 
ginären Kegel zweiter Ordnung anzusehen ist. Wählt man 
aber einen zweiten Bündelmittelpunkt Si , so kann man zu 
jeder Ebene und zu jedem Normalstrahl in S die parallelen 
lüemente in S^ ermitteln. Das besagt aber nichts anderes^ als 
daß das zum Punkte Si gehörige Polarsystem von der un- 
endlich fernen Ebene in dem gleichen ebenen Polarsystem 
geschnitten wird^ oder daß alle diese Kegel durch die 
deiche imaginäre^ ganz im Unendlichen gelegene Kurve 
hindurchgehen. 

Weiter erinnern wir uns des Satzes^ daß in bezug auf 
eine gegebene Fläche zweiter Ordnung zu jedem Punkte 
des Raumes ein PolarajrBtem gebort, da& deiü \Q\i dföd 
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Punkte an die Fläche gehenden Tangentenkegel zum 
Ordnungskegel hat. Beschreiben wir nun um S als Mittel- 
punkt mit einem beliebigen Radius eine Kugel, so wird der 
Pol irgend einer Ebene durch S in bezug auf diese Kugel 
der unendlich ferne Punkt der Normalen dieser Ebene: es 
ergibt sich also das nämliche Polarsystem und der imaginäre 
Ordnungskegel ist gleichzeitig aufzufassen als der Tangenten- 
oder Asymptotenkegel 9 der vom Mittelpunkt aus an die 
Kugel geht; dessen Berührungskurve aber wird der in der 
oo fernen Ebene gelegene Schnitt mit dem Ordnungskegel, 
und sie bleibt die gleiche für alle Kugeln des Saumes, 
wie man erkennt^ wenn man auch um den beliebigen 
Punkt 8i mit irgend einem Radius eine Kugel beschreibt. 
Diesen allen Kugeln des Raumes gemeinsamen Schnitt mit 
der unendlich fernen Ebene nennt man den .^unendlich fernen 
imaginären Kugelkreis". Wir wollen ihn immer mit Koo be- 
zeichnen. 

iDie Minimalgeraden. 

107. Die Rechnung führt zu den gleichen Resultaten. 
Benutzen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit 
dem Mittelpunkte 0, so wird die Verbindungslinie von 
mit irgend einem Punkte P, der die Koordinaten x^y^z 
hat, gegeben durch die Gleichungen 

(1) X = QXy T^Qy, Z=Q0, 
während 

(2) xX + yY+ßZ=0 

die Ebene ist, welche in auf OP senkrecht steht. Die 
X,YyZ bedeuten die laufenden Koordinaten. In der Tat 
sind ja 



(3) 



( ^ n y 

I cosa = ■ , cosp = 

I ya?2 + y^ +^^ yx^+y^ + 7^ 



cosy 



yx^ + y^+i^ 



die Richtungskosinus der Verbindungslinie OP. Die Ge- 
rade (1) liegt aber in der Ebene (2), wenn 

(4) a;2 + y2 + ^2 = 
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ist, da die Annahme ^ = nngnlafwig erscheint Die Glei- 
diong (4) können wir nun aber verschieden interpretieren. 
Znn&chst kann man sagen^ sie stelle einen imaginären K^el 
swdter Ordnung dar, den Ordnungskegel des Polarsystems, 
von dem bloß die Spitze reell ist. Die Polarebene (2) 
eines Punktes x, y, z geht in die Tangentialebene dieses 
X^els über, wenn der Punkt x^y^z auf dem Kegel (4) ge- 
legoi ist Alle Erzeugende dieses K^els sind imaginäre 
Gtoade erster Art, da sie im Koordinatenan&ng einen reellen 
Ponki enthalten. Man nennt sie Minimalgerade (isotrope 
Bfardden). In jeder Ebene durch li^en zwei solche Gfe- 
nde (v^ 54.), z. B. in der XF- Ebene die Geraden 

x + iy '^O y X — iy '^0 . 

Die Gleichungen (3) liefern dann allerdings keine brauch- 
baren Werte mehr für die Richtungskosinus einer Minimal- 
geraden. Soll nämlich eine Gerade 

x = d'QOBa , y = d-cosj5, z^^d^cosy 

auf dem Kegel (4) gelten sein, so muß die Beziehung er- 
fillt sein 

(5) cos'(X + co8*j5 + cos*y — . 

Diese Belation. gilt also für die Kosinus einer Minimal- 
genden, während für die anderen reellen Geraden diese 
' Summe den Wert 1 besitzt 

Die Gleichung (4) können wir aber auch als die Glei- 
duBg einer Kugel vom Badius r » betrachten, die um 
den Koordinatenanfang beschrieben ist, also als eine sog. 
«Pnnkt-^^ oder „Nullkugel^. Die unendlich ferne Ebene 
schneidet aus ihr eine Kurve aus, die durch den Verein 
der Gleichungen 

(6) x^ + y^ + z^ = Oy w = 

X ii z 

g^beu wird, wenn wir uns homogene Koordinaten — ,—,"— 

eingeführt denken. www 

Für einen beliebigen Punkt a,by c im Baume gilt die 

gleiche Betrachtung. Er trägt einen Kegel von Minimal- 

, geraden 



! 
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der durch ParaUelverschiebung des Koordinatensystems so- . 
fort auf die Form (4) gebracht werden kann. AndererseÜB I 
kann diese Gleichung (7) wieder als die einer Eugel vom ~ 
Radius Null und dem Mittelpunkte a, b, c angesehen werden. 
Homogen geschrieben erhalten wir 

x^ + y^ + z^ + 2(ax + by + cs!)w + {a^ + b^ + c^)iO^ ^0 

und die Schnittkurve mit der unendlich fernen Ebene to^Q 
ergibt sich wieder aus den Gleichungen (6). Diese steDoi- 
miüiin den unendUch fernen Kngelkreis dar. Die du«*: 
einen reellen Punkt gehenden Minimalgeraden bilden audl 
den Kegel, durch den der imaginSre Kugelkreis aus diesen ~ 
Punkte projiziert wird. 

Betrachtet man weiter die Kugel mit dem Mittel- 
punkte a^by c und vom Radius tj deren Gleichung 

(a; — a)« + (y - by + (;? — c)» - r« = , 

so kann man den Tangentenkegel bestimmen^ der vom Mittel- 
punkt aus an sie geht. Ist ganz allgemein /*b=0 eine 
Fläche zweiter Ordnung, x'j y\ z' die Spitze des TangeDteo^ 
kegeis, femer 

so wird der Tangentenkegel bekanntlich 

Im vorliegenden Falle {x' = a, y'= 6, e' = Cy «?'=!) 
erhalten wir ohne weiteres für den Tangentenkegel die Glei- 
chung (7). Dieselbe ist vom Radius r der Kugel ganz un- 
abhängig; demnach muß man von konzentrischen Kugeln an- 
nehmen, dafi sie sich längs des Kugelkreises berühren. Wir 
gelangen auf diese Weise zu folgenden Formulierungen: 

Verbindet man einen reellen Punkt des Raumes 
mit allen Punkten des unendlich fernen imaginären 
Kugelkreises K^oy so bilden diese Geraden den 
Kegel der Minimalgeraden, welchen der Punkt 
trägt. Alle Kugeln des Raumes gehen durch dea 
Kugelkreis K^ hindurch. Der Tangenten- oder 
Asymptotenkegel vom'^MXÄ^^xaJKX» wä «sv «sosL^^^sgX 
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ist identisch mit dem Kegel der Minimalgeraden 
durch diesen Punkt KonzentriBche Kugeln berühren 
sich längs des Kugelkreises. 

Metrische Eigenschaften in projektiver Ausdrucks- 
weise. 

106. Der unendlich ferne Kugelkreis und das in seiner 
Ebene definierte Polarsjstem ermöglichen es, metrische E^igen- 
Bchaften in einer projektiven Form auszudrucken. Eine 
Ebene und ihre Normale schneiden die unendlich ferne Ebene 
in Polare und Pol bezüglich des Kugelkreises, zwei zuein- 
mder senkrechte Oerade oder Elbenen liefern in der Ebene 
von Koo konjugierte Punkte bzw. Gerade und umgekehrt. 
Ebenso folgt leicht aus unseren Gleichungen (4): 

Jede Flache zweiter Ordnung mit nicht ver- 
schwindender Determinante, welche den Kugelkreis 
Koo enthalt, ist eine Kugel. 

Eine Rotationsfläche hat die Eigenschaft, daß alle ihre 
mr Achse a senkrechten Schnitte Kreise sind. Die Achse a 
und irgend eine solche Elbene e schneiden also aus der un- 
endlich fernen Ebene einen Punkt P und eine Gerade p aus, 
welche Pol und Polare in bezug auf K^o sind. Trifft p den 
£i» in den Punkten X und 7, so sind die Linien, die vom 
Mittelpunkte des Kreises, der in der Ebene e liegt, nach X 
und Y gehen, die Tangenten an diesen Kreis und gleich- 
zeitig Tangenten der Rotationsfläche und sie liegen für jeden 
solchen Kreis in den Ebenen (aX) bzw. (aF). Dies sind 
also die Tangentialebenen der Fläche in X und T, und da 
sie auch die Tangenten PX und PY des Kugelkreises ent- 
lialten, so berührt die Rotationsfläche in X und Y den Kugel- 
beis; es folgt denmach: 

Jede Rotationsfläche zweiter Ordnung berührt den 
Kugelkreis in zwei Punkten 
und 

Wenn eine Fläche zweiter Ordnung den Kugel- 
kreis in zwei Punkten berührt, so ist sie eine Ro- 
tationsfläche. 

Irgend eine reelle Ebene des Raumes schneidet aus dem 
Kngelkreis zwei Pankte aus; dies sind die Kreispunkte 
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(vgl. 26.) für die Greometrie, welche sich auf diese £ben< 
beschrankt; also kann man auch sagen: 

Jeder Kegelschnitt^ welcher den Kugelkreis zwei* 
mal schneidet^ ist ein Kreis. 

Nur in den imaginären Ebenen, welche den Kugelkreis 
berühren, fallen die Kreispunkte zusammen. 

Eine Fläche zweiter Ordnung schneidet die unendlicli 
ferne Ebene in einem Kegelschnitt, welcher mit K^o xiei 
Schnittpunkte gemein hat. Durch diese vier Punkte gehen 
drei Geradenpaare. Jede Ebene durch eine solche Grerade 
schneidet aus der gegebenen Fläche einen Kreis aus. Die 
idlgemeine Fläche zweiter Ordnung enthält also sechs Scharen 
von Kreisschnitten, von denen allerdings nur zwei reell sind. 

Fokalpunkte, Fokalkurven. 

109. Aus dem System der imaginären Ebenen, welche 
den Kugelkreis berühren, können wir solche Ebenen heraus- 
greifen, welche eine abwickelbare Fläche bilden; dieselbe 
heißt dann, eine Fokaldeveloppable. Sie hat die merk- 
würdige Eigenschaft, daß alle ihre Normalen wieder in der 
Fläche selbst liegen und mit den Erzeugenden der Fläche, 
d. h. mit Minimalgeraden, identisch sind. Die Rückkehr- 
kurve der Fläche zeichnet sich dadurch aus, daß ihre Tan- 
genten sämtlich den Kugelkreis treffen. Eine solche Kurve 
heißt ganz allgemein eine „Minimalkurve'^ Irgend ein 
Bogenstück derselben besitzt die Länge Null. Von den 
Minimalgeraden als den einfachsten Minimalkurven gilt das 
gleiche. 

Ist irgend eine reelle Fläche f gegeben, so können 
wir uns die Ebenen ermittelt denken, welche gleichzeitig 
diese Fläche und den Kugelkreis berühren. Sie bilden eine 
Fokaldeveloppable. Es sei e eine der imaginären Tan- 
gentialebenen dieser Fläche; dann enthält e eine Minimal- 
gerade und auf dieser liegt ein reeller Punkt F. Durch F 
geht eine zweite, konjugiert imaginäre Minimalgerade, welche 
die zu e konjugiert imaginäre Tangentialebene e von Koo be- 
stinmit. Die V erbindungsebene 9? der beiden durch JF gehenden 
Minimalgeraden ist reell. Die Ebenen e und e bahren / 

in konjugiert imaginären Punkten E und J?, also ist die Yer- 
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brndongslime dieser Punkte eine reelle Gerade e der 
Ebene <p . Der Punkt J^ kann demnach als eine J(7ullkugel'' 
betrachtet werden, welche die Flache f doppelt berührt. ISIn 
solcher Punkt heißt ein Fokalpunkt der Flache f. Es 
gehen dorcli ihn auch zwei Ebenen, welche / und JC» gleich- 
zeitig berühren und zwei Minimalgerade, welche / berühren. 
Da aber weiter jede Tangentialebene der Fokaldeve- 
loppablen einen solchen Fokalpunkt enthalt^ so werden diese 
Punkte sich zu einer sog. ,,Fokalkurve'' aneinander 
reihen. In ihr durchsetzen sich die Mäntel der Fokaldeve- 
loppable, so daß sie eine Doppelkurve dieser Flache ist 

Denkt man sich weitere reelle Flächen gefunden, 
welche mit K^ die gleiche Developpable bestimmen, die also 
derselben Fokaldeveloppable einbeschrieben sind| so heißen 
alle solche Flächen konfokal. Zusammenfassend können 
wir mithin sagen: 

Der Ort der Mittelpunkte aller NnUkugeln, 
welche eine gegebene Fläche / doppelt berühren, 
heißt die Fokalkurve von /*; in ihr durchsetzen 
sich die beiden Mäntel der Fokaldeveloppablen, 
welche / mit Koo bestimmt. Alle Flächen mit ge- 
meinsamer FokfJdeveloppablen heißen konfokal. 

So ist z. B. die Fokalkurve eines Ellipsoids eine Hy- 
perbel, welche in der Ebene der größten und kleinsten 
Achse liegt Der von einem Punkte dieser Hyperbel an das 
Ellipsoid gehende Tangentenkegel berührt nach obiger De- 
finition den Kugelkreis doppelt, ist also ein Kotations- 
kegel, eine Eigenschaft, die für die Flächen zweiter Ord- 
nung ebenfalls zur Definition der Fokalkurven verwendet 
werden kann. 

Sollen die Fokalkurven eines allgemeinen Kegels zweiter 
Ordnung gefunden werden, so haben wir diejenigen seiner 
Tangentialebenen zu ermitteln, welche den Kugelkreis be- 
rühren. Alle durch die Spitze S des Kegels gehenden 
Tangentialebenen von K^o berühren aber den zu S gehörigen 
Kegel von Minimalgeraden. Dieser hat mit dem gegebenen 
Kegel vier Tangentialebenen gemein, welche im ganzen 
sechs Schnittlinien, darunter zwei reelle, liefern. Diese sind 
die sog. Fokalachsen des Kegels. Zu ihnen gehört in bezug 
auf den gegebenen Kegel eine rechtwinklige Involution kon- 
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jugierter Ebenen. Eine Ebene senkrecht zu einer Fokakj 
achse liefert mit dem Keeel einen Schnittkegelschnitt, dar' 
im Schnittpunkt mit der Fc^Lalachse einen Brennpunkt besitEi 

§ 24. Die qnadratischeii Transformationen, welche Engda : 

wieder In Kugeln überfahren. 

Die verschiedenen Fälle. 

• 

110. Stellen wir uns jetzt die Angabe, quadratic 
Transformationen der in § 20 besprochenen Art anzugel 
welche die Eigenschaft besitzen > jede Kugel des 
wieder in eine Kugel überzuführen. Da eine solche V< 
Schaft eine Ku^l im allgemeinen in eine Flache vierter 
nung verwandelt, so muß also eine F.-Fläche zweiter Oi 
sich absondern, und dieses tritt ein^ wenn jede Kugel durch« 
F.-Kegelschnitt k^ bzw. k'^ ihres Raumes hindurchgeht. Da i 
alle Kugeln eines Raumes blofi den unendlich fernen Kugell 
dieses Raumes gemein haben, so haben wir mithin als k^ 
unendlich fernen Kugelkreis des Raumes 2! und als ¥^ iai^ 
des Raumes 2" einzuführen. Die F.-Flachen (Sk^) um (S'VK 
werden dann die Kegel sron Minimalgeraden, die aus Iß 
bzw. S' die betreffenden Kugelkreise projizieren. Wir wolleo. 
aber, um Weitläufigkeiten zu vermeiden, gleich den spezielloL 
Fall untersuchen, wo diese Kegel zusammenfallen, also die^all- 
gemeine Inversion von 98. unter der Voraussetzung betrach- 
ten, daß die Fläche p eine Kugel und S ihr Mittelpunkt d 
ist. Benutzen wir denselben auch als Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, so wird der Übergang 
von den homogenen Koordinaten zu den rechtwinkÜgeia 

gegeben, indem wir statt -1 , -^ , -^ bzw. x, y, setzen. Di* 

Ä?4 X^ X^ 

Gleichung q>(Xi, X2, 00^) =^0 des von ausgehenden Tan-- 
gentenkegels an p ist dann 

(p = x^ + y^ + 0^ = O. 
Da femer 

*•- 

ü? j K X-^ X^ X^ 



Xi <p{0l>iy X^yOlk) 



I ^ ^ ^ ] 
VjB^ X^ X^/ 
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> gehen die Formeln (13) und (14) von 95. über in 



1) 



X , x' 



a;'«-t— =— r-T — r, X 



^• + y* + 

a;« + y* + jEf» ' ^ 



x'* 




+ 


«'« 


«'» 




+ 


«'» 



Denken wir uns zwei verschiedene Koordinatensysteme und 
beliehen sich die x^ y, 8 auf das eine, die x', y\ »' auf das 
■dere, so geben diese Formeln die allgemeine Beziehung. 
Legen wir dag^en ein einziges Koordinatensystem zugrunde, 
m dem die x,y, z und die x', y% z' gemessen werden, so 
idniten wir die gewöhnliche sog. , Jnversion'^ Je zwei ent- 
nechende Punkte P und P' liegen auf einem Strahle 
«ndi 0, da ja x\y\9'^x'\y'\»\ Femer wird die Glei- 
dnmg der Fläche f^ nach Formel (15) von 98. 

■® rc« + y« + ir« = * . 

Ist endlich 

OP=r=ya?» + y« + £f«, OP'- r'=ya;2 + y» + £?«, 

10 wird weiter 

I© OP^OP'^h. 

\h nach dem Vorzeichen dieser Konstanten hj der sog. 
[»Potenz^^ der Inversion, ergeben sich durchaus verschiedene 
^ Tnnsformationen. 

Ist h positiv, etwa = i^ , so wird die Flache p die 
' weBe Kugel 

M4) x^ + y^ + z^ = f%. 

, Je zwei entsprechende Punkte P und P' liegen harmonisch 
, ^ den Punkten, in denen die Verbindungslinie PP' dieser 
. Kugel beg^net, der eine innerhalb, der andere außerhalb 
Aeser Kugel. Die Inversion mit positiver Potenz, auch kurz 
»Inversion^' genannt, ist also identisch mit der bekannten 
I »Transformation durch reziproke Radien" \\AoxvTiS\fe^5^ 

ßoehlemann. Geometrische Transformationen. IL \4 
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auf 8. 286]. beißt das ^^versionszentrum^^ oder dei 
^Mittelpunkt der Inversion^, cUe sich Punkt für Punkt selbst 
entsprechende Kugel die ^Juversionskugel"; je zwei ent- 
sprechende Gebilde können als ,4nver8^^ bezeichnet werden. 
Ist dagegen h negativ^ etwa»— t^, so werden die 
Gleichungen der Transformation 



(5) 



X n 30 

«« + »« + ;?«' " 



<^'- -A „, , .., , ., » X »f 



«'« + y'» 


+ ^'* 


y' 




a;'» + y'« 


+ «'* 


e' 





Die Fläche Z*^ der sich selbst entsprechenden Punkte ergibt 
sich durch die Substitution x'^ Xy y'^ y , e'^Zy und zwar 
wird dieselbe 

x^ + y^ + z^^-ii. 

Sie ist eine ganz imaginäre Kugel. Es gibt also überhaupt 
keine reellen Koinzidenzpunkte. In der Tat stellt diese f^- 
Version mit ne^tiver Potenz^^ einen wesentlich verschiedenen 
l^puB einer Verwandtschaft vor. Doch können wir die- 
sdbe aus der gewöhnlichen Inversion und einer einfachen 
zweiten Beziehung zusammensetzen. Denn führen wir einen 
Punkt P" ein mit den Koordinaten x"y y'\ ss'% so daß 



(6) 



^"= +*i „,,!,, ■, , »"= +ri 






x^ + y^ + e^ ' ^ ^r« + y» + ^* 



2'' 



a?* + y' + if* ' 

so gelangen wir von P zu P" durch Anwendung dieser ge- 
wöhnlichen Inversion. Nehmen wir weiter dazu die Trans- 
formation 

(7) x"=^--x\ y"=-y', ä"= ~^', 

so ist die Transformation (5) ersetzt durch die Reihenfolge 
der Transformationen (6) und (7). Die letztere Verwandt- 
schaft ordnet aber einem Punkte P'* denjenigen Punkt P 
zu, der auf dem Strahle OP'' auf der anderen Seite von P^ 
so li^t, daß absolut genommen OP'^^ OP" oder mit anderen 
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Worten: der ganze Baiun wird symmetrisch in bezug auf 
abgebildet ^gl G. T. L 177., 8. 292.) Die reelle Kugel 
(4) vom Badios Tq Ueibt bei der ersten Umformung fest, 
bei der zweiten tritt an Stelle eines jeden ihrer Punkte 
der andere EIndpunkt des durch ihn gehenden Durchmessers. 
Also fuhrt die Transformation (5) diese Kugel in sich über, 
zwar nicht Punkt für Punkt , wohl aber den einen End- 
punkt eines Durchmessers je in den andern. 

111. Gleichzeitig werden wir aber dadurch veranlaßt, 
auch die Transformationen vom folgenden Typus 



(8) 



a?» + y* + jer* 






bzw. 



(«) 



x'* 


+ y"' 
y' 


+ «'» 


»'» 


z' 


+«'» 


x'* 


X' 


+*'» 


«'» 


+ y'* 
y' 


+ «'» 


x'* 


z' 


+*" 






noch in Betracht zu ziehen. Die Transformation (8) kann 
nun wieder zusammengesetzt werden aus der gewöhnlichen 
Inversion (6) in Verbindung mit der Abbildung 

(10) x"=-x', y''=y, e"=z. 

Diese letztere besteht darin, daß der Baum symmetrisch zur 
7Z-£bene abgebildet wird. Diese spezielle^ involutorische 
Zentralkollineation (vgl. 6. T.1. 180.) wird auch als ;,8piegelung^^ 
an der FZ- Ebene bezeichnet. Fest bleibt bei beiden Ab- 
bildungen der in der TZ- Ebene gelegene Kreis 

x^Q, y« + ^« = rg, 

welcher demnach den Ort der Koinzidenzpunkte vorste^^' 

14* 



212 VL Aus dem Kugelkreis abgeleitete quadr . TransformationeiL 

Die Transformation (9) endlich laßt sich ersetzen doidi 
die gewohnliche Inversion (6), durch die Spi^elong (10|^ 
und die weitere Spiegelung an der FZ-Ebene 

(11) x^'-^x', y''=^-y, 8"^e. " 

Die einzigen Punkte, welche bei diesen drei Umformungen 
fest bleiben, sind die beiden Punkte der Z -Achse 

Schließlich steht es dann noch in unserem Belieben, di» 
Transformation (5) durch (6) und durch drei Spi^elungen an., 
den drei Koordinatenebenen zu ersetzen, so daß wir schliefi- 
lich zu folgendem Resultat gelangen: 

Eine quadratische Transformation der erwahntea 
Art, welcne alle Kugeln des Baumes wieder in Kugebi 
fiberführt und gleichzeitig perspektiv ist, besteht ent* 
weder in einer gewöhnlichen Inversion, oder sie gebt 
aus ihr hervor durch Hinzunahme einer Spiegelung oder 
zweier oder dreier Spiegelungen an den Koordinaten- 
ebenen. Die Koinzidenzpunkte erfüllen je nachden^ 
entweder eine Kugel oder eiaen Kreis, oder es sinA 
zwei oder gar keine vorhanden. 

Demnach dürfen wir uns im wesentlichen auf die Be« 
trachtung der gewöhnlichen Inversion (6) beschranken und 
stellen zunächst deren Eigenschaften kurz zusammen, um 
sodann die zahlreichen Anwendungen dieser Abbildungs- 
methode in einem eigenen Abschnitte zu vereinigen. 

§ 25. Die (gewohnliche) Inversion oder Transformation 

durch reziproke Badien. 

Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen. 

112. Die Eigenschaften der gewöhnlichen Inversion er- 
geben sich aus denen der allgemeinen Inversion (98.) ledig' 
lieh mit Rücksicht darauf^ daß der Kegelschnitt k^ der un- 
endlich ferne Kugelkreis ist und unter Beachtung der in 
106. gegebenen Formulierungen. Von den P.-Grebilden ist 
bloß der Inversionsmittelpunkt reell; ihm entspricht die 
unendlich ferne Ebene. Legen wir durch irgend eine Ge- 
rade, so ist dem unenä\ic\v ietivfexv 'Cxmtofc d^^so^lben der an 
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unendlich benachbarte Punkt dieser Geraden zugeordnet 
Der ganze Baum außerhalb der Inversionskugel vom Radius Tq 
bildet sich in das Innere dieser Kugel ab; die Inversions- 
kngel vermittelt den Übergang, sofern jeder ihrer Punkte in 
dch selbst übergeht 

Betrachten wir irgend zwei Punkte P und P| , deren 
Entfemxmg d^ sein möge, wfihrend r und r^ die Abstände 
dieser Punkte vom Mittelpunkte seien. Die entsprechen- 
den Punkte P' und l^ haben die Entfernung d( und die 
Abstände r^ und ri von . Aus den Formeln (1) auf S. 209 
ergibt sich dann ohne weiteres 

k'dt r'ri 
(12) d[^^-^ = -i^d^. 

Diese Beziehung gilt auch dann noch; wenn P^ dem Punkte P 
imendlioh nahe rfickt^ so daB r^ =r und infolgedessen auch 
li zu P^ unendlich benachbart Uegt Wir wollen aber diesen 
ÜQsammenhang direkt ableiten. 

Ein dem Punkte P unendlich benachbarter Punkt Q 
:■ habe die Koordinaten x + dx, y + dy, + d0, das Linien- 

1 dement PQ werde mit ds bezeichnet Dem Punkte Q ent- 
'". spricht dann ein Punkt Q^ mit den Koordinaten x^ + dx\ 
•jf+dy\ z'+d8'y und P^Q'^r^ds' ist das entsprechende 

Linienelement Durch Differentiieren der Gleichungen (1) 
tnden wir 

dx'= -^ • {(y* -^ z^ -'X'^)dx — 2xydy — 2xzdz) 

k 
(13){ dy'= — . {— 2yx*dx + {x^ + e^ — y^)dy — 2ysdz) 

k 
dz' = —^' {--2zxdx — 2zydy + (a?« + y» _ z^)dz) . 

Jemer ist 

ds^ = dx^ + dy^ + dz^ , ds'^ = dx'^ + dy'^ + dz'K 

Bilden wir mittels der Gleichungen (13) den Ausdruck für 
ds'^, so ergibt sich durch eine einfache Rechnung 

(14) ds'^^ds^'^ds. 
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Es ändert sich demnach das Verhältnis entsprechender linien- 
elemente mit der Lage der Punkte P und V y doch bleibt 
es bei festgehaltenem P das gleiche für alle durch P und P^ 
gehende entsprechende Elemente. Ist also B, ein weiterer 
zu P benachbarter Punkt mit den Koordinaten X'\-6Xy 
y + ^y j if + ^0 und 'PB, = bs das zu ihm führende Linien- 
element^ während wieder Bf der entsprechende Punkt, 
bs' das entsprechende linienelement, so gilt auch die Be- 
ziehung 

X ' ^ X ^''^ 

öS — —rb8 = -r-dS. 

r^ k 

Die Elemente ds und bs schließen femer einen Winkel x 
ein, der bestimmt ist durch die Beziehung 

dX'bX'i' dy*by + de* bz 

cos« == ^ / / ^ . 

dS' bs 

Die entsprechenden Elemente ds' und bs' sind unter einem 
Winkel x' gegeneinander geneigt, so daß 

dx'- bx'+ dy'- by'+ dz'-bz' 



cos« = 



ds'- bs' 



Bilden wir den rechtsstehenden Ausdruck unter Benutzung 
der Gleichungen (13) bzw. der in den bxjby,.,. geschriebenen^ 
so erhalten wir nach entsprechender Vereinfachung 

dx' bx' + dy'by'-\- dz' bs' ^ dx * bx + dy • by + dz • de 
ds'ybs' dS'bs 

Es sind also die Winkel « und a' einander gleich und folg- 
Kch die Dreiecke PQR und P'Q'R' ähnlich. Auch die 
letzten Seiten QR und Q'R' derselben stehen im gleichen 
Verhältnis zueinander wie ds und ds'. 

Allgemein ist damit bewiesen, daß durch die Inversion 
irgend einer Flache und die ihr entsprechende konform, 
d. h. ähnUch in den kleinsten Teüen, aufeinander abgebüdet 
werden. 

113. Nehmen wir aber weiter noch einen dritten zu P 
unendlich benachbarten Punkt S, dessen entsprechender S' 
sein möge, bezeichnen das Linienelement P8 mit As und 
P^S' mit As'f so muß das unendlich kleine Tetraeder PQRS 
dem entsprechenden P'Q'R'8' offenbar ähnlich sein^ so daß 
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auch der Winkel zweier Ebenen des einen gleich dem Winkel 
ist, den die entsprechenden Ebenen des andern Tetraeders 
bilden. Es laßt sich aber weiter zeigen , das je zwei der- 
artige unendlich kleine, einander entsprechende Tetraeder 
bei der gewöhnlichen Inversion angleichen Sinn haben. 
Drücken wir nämlich das sechsfache Yolomen des Tetra- 
eders F'Q'R'S' durch die bekannte Determinante aus, so 
gibt diese (vgl. G. T. L 160.) gleichzeitig dieses Volumen in 
einem bestimmten Sinne. Es ist aber 



6. VoL rQ'R'S' = 



x' + dx' 

x'+dx' 
x'+Ax' 

dx' . dy' 
dx' dy' 



y'+dy' 
y'+dy' 

y'+Ai/ 

dz' 
dz' 
Az' 



z' 1 

z'+dz' 1 

z'+dz' 1 

z'+Az' 1 



I 

ii 



Ax' Ay' 

Unter Benutzung der Gleichungen (13) erhalten wir mithin 
dafür: 

(jy*+z^—s^dx—2xydy'-2xzdz, —^yxdx+ia^+g^—y^jdy—^yzdM, 

—2zxdx—2zydy+(x*+y*—z^d8 ♦) 

(y*'{'M*—a^dx—2xydy—2xgdg, —2yxdx+{a:^+z*—y')dy—2yzSz, 

—2zxdx—2tySy'\-{x'^'\'y*—g^dz 

(y*-\-z*—x*)Ax—2xyAy—2xgAg, —2yxAX'\'{a^+g*'-'y^A y—2ygAg, 

—2gxAx—2gyAy-j'{x*-j'y*—g^Ag 

Diese Determinante laSt sich als das Produkt zweier Deter- 
minanten darstellen, so daß wir erhalten 

—(tf^ + z^ — x^ 2xy 

2yx —{x^ + z^ — y^) 

2zx 2zy 

—dx —dy —dz 

—dx —dy —dz 

—Ax —Ay —Az 

*) Aus Mangel an Raum müssen die Glieder der letzten 
Yertikalreihe der Determinante auf eine neue Zeile gesetzt weH'»*« 



i» 



.18 



2xz 
2yz . 

-.(a?2 + y« — z*) 
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Die erste Determinante gibt ausgerechnet den Ausdruck 
(aj* + y* + ^^)' =* f^ und es wird schließlich 

Vol. P'Q'RS' = - ^ • Vol. PQR8 . 

Bei der gewöhnlichen Inversion mit positivem h sind also 
entsprechende unendlich kleine Tetraeder stets ungleichsianig, 
bei der Transformation mit negativer Potenz haben sie immer 
gleichen Sinn. 

Entsprechende Oberflächenelemente d(o und d(o' sowie 
entsprechende Raumelemente dv und dv' erfüllen folglich 
die Beziehungen 

(15) d(o' = —d(o = -^ d(ü j 

(16) dv'^^dv = -j^dv. 

k 
Der den Maßstab der Veijüngung liefernde Ausdruck — 

nimmt für die gewöhnliche Inversion den Wert 1 bloß dann 
an, wenn r* = % = r^, d. h. für Punkte der Inversionskugel. 
I Da femer bei einer Spiegelung alle Winkel selbstverständ- 
lich erhalten bleiben , so sind <Ue durch die Gleichungen (8) 
und (9) gegebenen Transformationen ebenfalls konform. Wir 
haben somit gefunden: 

Die Transformation durch reziproke Eadien bildet 
i den Baum konf orm, d. h. in den kleinsten Teilen 

ähnlich auf sich ab; jeder Fläche entspricht also 
eine neue Fläche, die konform auf die erste bezogen 
ist. Der Maßstab für die Abbildung ändert sich 
mit der Lage im Räume und ist dem Quadrat der 
Entfernung vom Mittelpunkt der Transformation um- 
gekehrt proportional. Entsprechende Linien-, Flächen- 
bzw. Baumelemente, die durch zwei entsprechende 
Punkte gehen, stehen in konstantem Verhältnis, das 
der ersten, zweiten bzw. dritten Potenz dieses Maß- 
stabes gleich ist. Nur solche entsprechende Ele- 
mente, welche von einem Punkte der Inversions- 
kugel ausgehen, sind gleichgroß. Im Mittelpunkt 
der Transformation hört die Stetigkeit der Abbildung 
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aa£ Irgend zwei entsprechende, [unendlich kleine 
Tetraeder sind ungleichsinnig äimlich, bei der In- 
version mit negativer Potenz dag^en ist der Sinn 
derselben der gleiche. 

Die konformen Punkttransformationen des Baumes. 

114« Da eine Inversion eine Kugel wieder in eine Kugel 
überfuhrt, so liefern zwei Inversionen, nacheinander ausge- 
geführt, wieder eine Inversion. Diese ist allerdings nicht 
mehr „perspektiv^^, sondern die Mittelpunkte liegen getrennt. 
Haben wir nämlich eine erste Inversion J mit dem Mittel- 
punkte O, welche einen Punkt T vx 'F äberffibrt, femer 
eine zweite Inversion J^ mit dem Mittelpunkte O^, welche 
P nach P^' bringt, so sind die Mittelpunkte der neuen Ver- 
wandtschaft, welche durch die Verbindung von J und J^ 
hervorgeht, wie folgt zu bestimmen. Dem Punkte ent- 
spricht vermöge J^ ein Punkt 0" und alle unendlich fernen 
Ponkte gehen durch die Reihenfolge J und J^ in 0" fibor. 
Femer wird dem Punkte 0^ durch die Inversion J ein ge- 
wisser Punkt 0' zugewiesen, und in ihm bilden sich alle un- 
endlich fernen Punkte ab, wenn man zuerst J^ und dann J 
anwendet. Eine neue Transformation ergibt sich dagegen, 
wenn wir 0^ und zusammenfallen lassen und P, P, "B" 
je auf dem gleichen Strahl durch liegen. Denn da jetzt 

OP'Or=h und OP^^OP^^k^, 
so folgt 

0. h. zwischen den Punkten P und P' besteht eine Ahnlich- 
keitstransf ormation (vgl. 6. T. I., S. 292.). Die gleiche 
Abbildung würde überhaupt durch eine gerade Anzahl 
solcher Inversionen, bei denen alle einem Punkte der Keihe 
nach entsprechenden Punkte auf einer Greraden durch den 
gemeinsamen Mittelpunkt liegen, sich erzeugen^ lassen. Es 
ist von vornherein selbstverständlich, daß diese Ahnlichkeits- 
transf ormation, bei der ja Tetraeder von endlicher Aus- 
dehnung sich entsprechen, auch in den kleinsten Teilen 
ihnlich, d. h. konform, ist 

Alle Transformationen, welche sich aus einer Reihe von 
Ahnlichkeitstransformationen und Inversionen zusammen- 
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setEen, fuhren demnach eine Kugel stets wieder in eine 
Kugel aber und sind konform. 

Man kann nun aber auch, wie wir bloß erwähnen, die 
ümkehrung dieses Satzes beweisen: Alle konformen Punkt- 
tiransformationen im Baume lassen sich als eine Folge von 
Ähnlichkeitstransformationen und Inversionen darstellen. 

Folglich führen alle konformen Punkttransformationen 
des Baumes Kugeln stets wieder in Kugeln über. 

Dies ist auch unschwer zu beweisen. Denn für eine 
konforme Abbildung muß 

sein, wobei / ein vom Orte abhängiger Faktor. Für alle 
Minimalgeraden ist aber ds = 0, also müssen diese durch 
eine konforme Abbildunir ineinander übergeführt werden. 
Die Engel ist aber die eLige Fläche, wel^e zwei Scharen 
von Minimalgeraden enthalt; daher müssen die konformen Ab- 
bildungen Kugeln wieder in Kugeln überführen. 

Man beachte aber den unterschied gegenüber den kon- 
formen Abbildungen der Ebene. In der Ebene gab es un- 
begrenzt viele Möglichkeiten, konforme Abbildungen der- 
selben abzuleiten y da jede Funktion einer komplexen Ver- 
änderlichen (vgl. 8. 117) zu einer solchen führte und unter 
diesen bildeten diejenigen^ welche einen Kreis immer wieder 
in einen £j*eis verwandelten^ nur eine besondere Gruppe, 
nämlich die der Kreisverwandtschaften (S. 106). Im Baume 
hat jede konforme Punkttransformation die Eigenschaft, eine 
Kugel stets wieder in eine Kugel überzuführen, und alle 
konformen Punkttratisformationen des Baumes, deren Anzahl 
oo^^ beträgt, bilden zusammen eine Gruppe. 

Die Bilder von Ebenen und Kugeln. 

115. Untersuchen wir nun im einzelnen, welche Ge- 
bilde die Transformation durch reziproke Badien ineinander 
überführt Eüner beliebigen Ebene entspricht eine Fläche 
zweiter Ordnung, welche durch K^o geht^ d. h. eine KugeL 
Da die Ebene die unendlich ferne Ebene in einer Gtenden 
trifft, so geht die Kugel durch den Mittelpunkt der Trans- 
formation und die Tangentialebene in an die Kugel ist 
zur gegebenen Ebene parallel. Schneidet die Ebene me In- 
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versionskngel in einem reellen Ejreise^ so enthalt diesen auch 
die entsprechende Kogel. Allgemeiner können wir sagen, 
dafi eine Ebene , die ihr entsprechende Kugel und die In- 
versionskogel ein ,^üschel'^ bilden^ d. h. durch denselben, 
reellen oder imaeinären Kreis hindurchgehen. In der Tat 
verwandelt sich die Ebene 

ax + by + cis + d^O 

durch die Substitution (1) auf S. 209 in 

r^ 1c{ax'+ hy'+ cz'+ d) + d{x'^ + /« + ^'2 _ jj.) == q , 

mid diese Kugel geht ersichtlich durch den Schnitt der ge- 
gebenen Ebene mit der Inversionskugel 

So = x'^ + y'« + ißf'» - * = 
hindurch. 

Jede Ebene durch den Mittelpunkt jedoch wird durch 
die Inversion in sich selbst übergeführt; es bildet sich in 
ihf eine ebene Inversion aus. 

Im übrigen ist der obige Satz nur ein spezieller Fall 
des folgenden: Irgend einer Kugel entspricht wieder eine 
Kugel und beide Kugeln gehören mit der Inversionskugel 
einem Büschel an. Denn ist die gegebene Kugel 

fif = (^ - «)» + (y - /8)» + (;? - y)» - r« = , 

80 entspricht ihr nach Weglassung des Faktors a?* + y * + ^* = 
die Kugel 

8'= («2 + ß^ + y^- r^){x^ + y^ + is^) 
-'2k{(xx + ßy + y0) + k* = O^ 

die sich leicht auf die Form bringen läßt: 

[{X - a)2 + (y - /?)2 + (£f - y)2 ~ r»] 

Es ist also S^ von der Form 

S'=8 + X.8o, 
womit der Satz bewiesen. 
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Sich selbst entsprechende Kugeln. 

116. Wir können dieses Besultat übrigens noch be- 
nutzen, um die EVage zu beantworten: Gibt es Kugeln, 
welche durch die Inversion in sich selbst übergeführt werden? 
Soll 8^ mit 8 identisch werden, so muß der Faktor X den 
Wert Null annehmen, folglich 

Ä* + /J' + y* — r* — ^ = 

sein. Diese Bedingung bes^^ aber, daß das Dreieck, welches 
der Inversionsmittelpunkt , der Mittelpunkt (a , ß, y) der 
Kugel 8 und ein Punkt des Schnittkreises bilden, ein 
rechtwinkliges ist, oder mit andern Worten, daß die 
Kugel 8 die Inversionskugel fi^o orthogonal schneidet. Es 
folgt daraus: 

Alle Kugeln, welche die Inversionskugel ortiho- 
gonal schneiden, und nur diese, gehen durch die In- 
version in sich über. 

Dabei gehen die Punkte einer solchen Kugel ineinander 
über, nur die Punkte des Schnittkreises mit der Inversions- 
kugel entsprechen sich selbst. 

Solche Kugeln zu bestimmen, gibt es noch verschiedene 
Möglichkeiten: Sind P, P* ii^end zwei entsprechende Punkte 
und legen wir durch sie eine Kugel, so ist Ä; deren Potenz 
in bezug auf den Mittelpunkt 0, und sie schneidet also 
die Inversionskugel orthogonal Alle die oo' Kugeln 
durch die zwei entsprechenden Punkte P, P', welche ein 
„Kugelbündel'' oder „Kugelnetz'' bilden, haben die gleiche 
Eigenschaft 

Betrachten wir zwei Paare entsprechender Punkte P, P'y 
Q ) Q\ 80 liegen dieselben (S. 71) auf einem Kreise. Jede 
Kugel durch die beiden Pui^paare enthalt demnach diesen 
Kreis und alle solche Kugeln bilden ein „Büschel". 

Sind endlich irgend drei Paare entsprechender Punkte 
gegeben, P, P', Q, Q\ R, R\ so geht durch P, P' Q, Q' 
ein erster, durch Py P'f ü , R' ein zweiter Kreis und durch 
diese beiden Kreise laßt sich eine einzige Kugel legen, welche 
folglich die drei Punktpaare enthalt. Es hat sich demnach 
gezeigt: 
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Durch ein Paar entsprechender Punkte ist ein 
NetZ; durch zwei Paare entsprechender Punkte ein 
Büschel von Kugehi bestimmt. L^nd drei Paare 
entsprechender Punkte liegen auf einer KugeL Alle 
so bestimmten Kugeln schneiden die Inversions- 
kngel orthogonal. 

Die Bilder von Geraden und Kreisen. 

117. Einer (reellen) Geraden g entspricht ein Kreis^ 
der in der Ebene {Og) gelegen^ in eine zu g parallele 
Tangente hat Jede Gerade durch entspricht sich selbst 
und tragt eine Involution, deren Doppelpunkte die Schnitt- 
punkte mit der Inversionskugel sind. 

Irgend einem Kreise durch entspricht umgekehrt eine 
in seiner Ebene gelegene Gerade. 

Hat man dagegen einen nicht durch gehenden Kreis, 
so erhalten wir ids sein Büd stets wieder einen Kreis. Dies 
braucht nur noch für den Fall bewiesen zu werden, daß die 
Ebene des Kreises nicht durch geht. Aber dann können 
wir den Kreis als Schnitt seiner Ebene und einer durch ihn 
and O gelegten Kngel auffassen. Dieser Kugel entspricht 
eine Ebene und der Ebene des Kreises wieder eine Kugel, 
und beide Flächen liefern in ihrem Schnitt den entsprechen- 
den Kreis. 

Eine wichtige Eigenschaft kommt den Minimalgeraden 
zu. Diese imaginären Geraden trafen alle den unendlich fernen 
Kugelkreis. Nach 93. geht also jede Minimalgerade wieder 
in eine solche über. Die beiden einander zugewiesenen Ge- 
raden liegen in einer Ebene durch und sie gehen bzw. 
durch die Schnittpunkte dieser Ebene mit i^. Diese 
Schnittpunkte liefern ja die Kreispnnkte für die in dieser 
Ebene sich ausbildende Inversion. Daraus folgt dann aber 
weiter, daß auch jeder Fokaldeveloppablen einer Fläche wieder 
eine Fokaldeveloppable der entsprechenden Fläche entspricht, 
ebenso jedem Fokalpunkt wieder ein Fokalpunkt für das 
Bild, oder kürzer: 

Alle Fokaleigenschaften sind invariant gegen- 
über der Transformation durch reziproke Badien. 
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Die Bilder beliebiger Flächen und Kurven. 

118. Beliebige Flächen und Kurven werden durch die 
Inversion in GebUde übergeführt, die zum unendlich fernen 
Kugelkreis in besonderer Beziehung stehen, wobei im übrigen 
auf 94. zu verweisen ist So entspricht einer ganz allge- 
mein gelegenen Fläche m-ter Ordnung f^ eine Fläche f^^ 
von der Ordnung 2 m , welche den Kugelkreis zur m-fachen 
Kurve hat In besitzt f^^ einen m-fachen Knotenpunkt, 
dessen Tangentenkegel den Schnitt von /*"* mit der unend- 
lich fernen Ebene aus projiziert. G«ht f^ durch hin- 
durch oder durch K009 so reduziert sich die Ordnung von 
/•'ZU» je um 1 bzw. 2. 

Beispielsweise entspricht einer Fläche zweiter Ordnung 
eine Fläche vierter Ordnung, welche £» zur Doppelkurve 
hat Flächen dieser Art heißen Zjkliden. In besitzt 
dieselbe einen gewöhnlichen konischen Knoten. 

Wählt man eine Botationsfläche zweiter Ordnung, so 
berührt dieselbe nach 108. den Kugelkreis, die entsprechende 
Zyklide hat demnach zwei weitere, allerdings imaginäre Knoten- 
punkte. Einem allgemeinen Kegel zweiter Ordnung, dessen 
Spitze beliebig gelegen, entspricht eine Zyklide mit zwei 
reellen konischen Knoten, von denen der eine in sich be- 
findety der andere in dem der Spitze entsprechenden Punkte. 
Ein Botationskegel zweiter Ordnung endlich geht wieder in 
eine Zyklide über mit zwei reellen und zwei imaginären 
Knotenpunkten. 

Gkiht eine Fläche zweiter Ordnung durch hindurch, 
so ist ihr inverses Bild eine Fläche dritter Ordnung, welche 
Koo noch als einfache Kurve enthält 

Eine beliebige Baumkurve ^ter Ordnung BP wird in 
eine Baumkurve R'^t^ von der Ordnung 2p verwandelt, 
welche K^ 22>-mal schneidet und ^^-mal durch geht 
Trifft BP den Kugelkreis £» , so sondert sich für jeden ein- 
fachen Schnittpunkt eine Minimalgerade ab und die Ordnung 
der entsprechenden W wird um eine Einheit erniedrigt. Ein 
Beispiel bietet ii^end eüi Kreis, dessen inverses Bild, wie 
wir oben sahen, wieder ein Kreis ist. 
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Radien. 

§ 26. Die stereographisehe Projektion. 

Allgemeine Sätze. 

119. Eine Ebene wird durch die Inversion in eine Kugel 
übergeführt Wahlen wir speziell eine die Inversionskugel 
m A berührende Ebene e, so berührt auch die entsprechende 






Engel in A diese Ebene (Fig. 50) und der Durchmesser 2 a 
derselben wird gleich dem Badius r^ der Inversionskugel^ also 



a =■ 



Sofern zwei entsprechende Punkte P und P* stets auf einem 
Strahle durch liegen^ erhalten wir die Abbildung dieser 
Kugel auf die Ebene e ganz unabhängig von der Baum- 
transformationy indem wir die Kugelfläche aus auf die 
Ebene e projizieren. Dabei ist die Bildebene e zur Tan- 
gentialebene in an die Kugel parallel und berührt selbst 
die KugeL Diese Abbildung der Kugel auf die Ebene be- 
zeichnet man als die gewöhnliche stereographische Pro- 
jektion. Die Abbildung ändert sich nur dem Maßstabe 
nach, wenn man die Ebene s parallel verschiebt^ sie z. B 
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durch den Mittelpunkt der Kugel legt. Die Tangentialebene 
in an die Kugel hat mit meser zwei Minimalgerade ge- 
mein , deren unendlich ferne Punkte dem Kugelkreis an- 
gehören und für die Ebene e die Kreispunkte sind (vgL 107.)- 
Alle ebenen Schnitte der Kugel, d. h. ihre Kreise gehen 
folglich nach 101. wieder in Kreise der Kbene e über. Die 
Almildung ist konform und für den Maßstab oder die 
Längenverzerrung erhalten wir nach Formel (14) von 112. 



r* rjcos^y co8*y ' 

wenn tp der Winkel ist, den der Durchmesser OA mit dem 
Strahle OP bildet Führen wir den Winkel u em, den MP 



u 



mit der Horizontalen einschließt, so ist ^^ == 45® + -^ und 
die Langenverzerrung wird auch gegeben durch 



cos«(45<> + -|) 

Wir können also folgende Sätze aussprechen: 

„Bei der sterec^raphischen Projektion gehen alle 
Kreise der Kugel wieder in Kreise der Bildebene 
über und umgekehrt. Der Mittelpunkt eines Kreises 
der Bildebene ergibt sich als Projektion des Poles 
des entsprechenden Kreises der Kugel. Die Ab- 
bildung ist konform, jedes Orthogonalsystem auf der 
Kugel geht in ein Ortiiogonalsystem der Ebene über.^^ 

Wir führen femer noch folgenden Satz an, den man in 
der Theorie der Flächen beweist: 

Die stereographische Projektion ist die einzige 
und allgemeinste konforme Abbildung der Kugel auf 
die Ebene, welche jeden Ejreis wieder in einen Kreis 
überführt 

Die stereographische Polar- und Aquatorial- 

projektion. 

120. Wollen wir die stereographische Projektion zur 
Abbildung der EIrdoberfläche, also zur Herstellung einer 
Karte verwenden, so haben wir zunächst das auf der Erd- 



SM. Di» itanognqiliiaelM 



aas 



B äiliob« KoOTdiiwtenmtein der Lingoo- imd Bmt«a- 

B dMmutellea. Aber diete Darstelltun räitet aiofa wieder 

, wie wir doB ZeDtaim der I^jwlson in Beädong 

£esea X"m *y""*i™fy * » "' umehjnen. Di« einftohate 

^^iohkeit ist die, dftS wir das Projektioaueiitnim in einen 

f Pole, B. R in den Nordpol veric^n and «la Bildebene 

cUs Tangentialeben« im Sfldpol 8 benotcen. Dann 

alle Meridiane in gerade linien dnroh S über and 




i fdb &«teokr«ae in konzentrische Kreiae mit S als Mittd- 
LgpnkL Die Eonstraktion dieser Karte ist aus Fig. 51 leicht 
E« «itnehmen, welche die Abbildung der südlichen Halb- 
gel danitellt. Der punktierte Kreis ^bt den ßadtus der 
lelnldeten Kngel and auf der Tangente die Badien der 
idra der Parallelkreise. Die LSngenverzerrung wird für 
^ Pankt S und in seiner nächsten Nähe nach der obigen 
nnd •» 1 , in einem Abstand von 60° von S, was der 
dL getwr. Breite 30* entspricht (v •=■ 30°), wird sie ^ = 1,33, 
9 6ui ae FlSobenvBixermng ^ = 1,1^ und. {üx daft *? viüläJb 
Boakltmana, SMmatilMhe Xntiuformatlonen. TL 'i-^ 
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des Äquators {tp ^ 45^ ergeben sich die Werte 2 and 4 . 
Diese bereits sehr starke Vergrößerung der Flache laBt die 
Projektion im allgemeinen mehr fBr die Umgebung des Poles 
als geeignet erscheineix. Man beseichnet den so hergestellten 
Elaitenentwarf als stereographische Polarprojektion 
oder als winkeltreue azimutale Polar projektion. Diese 
Abbildung wurde schon von Hipparch (160—126 v. Chr.) 
zur Herstellung von Himmelskaiten verwendet. Für geo- 
graphische Karten benutzte sie erst der Niederländer Gemma 
Frisius (1540). 




Fig. 52. 

Eine zweite, ebenfalls sehr einfache Darstellung erhalten 
wir, wenn das Zentrum der Projektion auf dem Äquator an- 
genommen wird. Wählen wir diesmal^ der einfachem Kon- 
struktion wegen^ die Ebene durch den Mittelpunkt der Kugel 
als Bildebene. Sie sei gleichzeitig die Zeichenebene und wir 
geben uns in Fig. 52 den Kreis ANQ8 als Schnitt mit der 
Bildebene. Das Zentrum der Projektion U^ senkrecht über 
dem Mittelpunkt dieses Kreises. Der Äquator geht dann 
in die Linie ÄQ über und die Längen- und Breitenkreise 
werden auch im Bilde wieder Kreise. Wir zeichnen letztere^ 
indem wir nach dem obigen Satze S. 224 ihre Mittelpunkte 
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konstruieren. Diese sind die Bilder der Pole der Eugelkreise. 
Für die Breitenkreise liegen sie alle auf der Linie N8, fOr 
die Meridiane fallen sie ins unendliche^ so dafi wir durch 
den Mittelpunkt der Projektion lediglich eine Senkrechte auf 
die Ebene des Meridians zu fallen brauchen. Alle diese 
Mittelpunkte liegen auf der Linie ÄQ. Die punktierten 
Linien geben die Konstruktion. Die Kreise sind in Litern 
Valien von je 15^ gezeichnet Man bezeichnet diesen Karten- 
entwuif als stereographische Aquatorialprojektion. 
In ähnKcher Weise läBt sich auch der allgemeine FaU, wo 
das Zentrum der Projektion beliebig auf der Erdkugel an- 
genommen wird; behandeln. Wichtiger ist jedoch eine aus 
der Polarprojektion abgeleitete Abbildung. 

Die Mercatorprojektion. 

121. Bilden wir nämlich jetzt die Fig. 51 nochmals nach 
der in 64. erörterten Methode ab^ indem wir setzen 

W==U+ iF- logiei' = log(a?' + 1 yO ^ 
80 wird dann 

17= loge'= logyS^M=y» = log{2aig(45o -- ^)} 

F=arctg^ = «^> 

wobei der Wert von q^ der Fig. 51 entnommen ist, wahrend 
V die geographische Lange eines Punktes der Kugel; zur 
Vereinfachung sei der Durchmesser der Kugel gleich der 
Einheit, also 2a^l, wodurch ja nur der Maßstab des 
Bildes eine Änderung erleidet Dann erhalten wir 



tr=logtg(450-|), 



r=v. 



Das orthogonale System der Meridiane und Breitenkreise geht 
wieder in das orthogonale System der Parallelen zur U' bzw. 
F-Achse über (Fig. 48 b). Diese winkeltreue Abbildung wird 
als Mercator-Projektion bezeichnet nach Gerhard 
Eremer^ genannt Mercator (f 1594), der sie 1569 ohne 
Angabe über ihre Entstehung verö£Pentlicht hat. Ihre große 
Bedeutung für die Nautik ergibt sich aus folgender Eige^ 



228 Vn. Anwendungen der Transformation durch reziproke Radien. 

Schaft Die Bewegung eines Schiffes oder seinen Kurs be- 
stimmt man, indem man mit dem Kompaß den Winkel mifit, 
unter welchem es die Meridiane schneidet Wird dieser 
„Kurswinkel^^ konstant gehalten, so beschreibt das Schiff auf 
der Kugel eine sogenannte ,,Lozodrome^^ Diese Kurve schneidet 
also alle Meridiane unter dem gleichen Winkel und sie hat 
die Pole zu asymptotischen Punkten, denen sie sich in un- 
endlich vielen Windungen fort und fort nähert. Auch die 
Meridiane selbst und die Parallelkreise samt dem Äquator 
können als Loxodromen aufge&ßt werden, die dem Kurs- 
winkel bzw. 90^ entsprechen. W^en der konformen Natur 
der Mercatorkarte geht dann aber eine Lozodrome über in eine 
Kurve, welche alle Parallelen zur Ü'-Achse unter dem näm- 
lichen Winkel schneidet, also in eine Gerade. Diese Linie 
kann zwischen zwei gegebenen Punkten der Karte leicht eiu- 
eetragen und danach der Kurs des Schiffes ermittelt bzw. 
Kontrolliert werden. Deswepren findet dieser Kartenentwurf 
als Seekarte seine hauptsächlichste Anwendung. Er gewinnt 
ferner an Bedeutung durch folgenden Satz: Die Mercator- 
projektion ist die einzige konforme Abbildung der Kugel 
auf eine Ebene, welche die Loxodromen in gerade Linien 
überführt. Näh erungs weise kann man die Mercatorkarte 
in folgender geometrischen Weise erhalten: man konstruiere 
einen Zylinder, der die Erdkugel längs des Äquators be- 
rührt; auf ihn projiziere man aus dem Mittelpunkte der Kugel 
die Meridiane und Breitenkreise und wickle diesen Zylinder 
sodann ab. Man erhält dadurch eine mit der Mercatorkarte 
in den Meridianen übereinstimmende Abbildung; der Fehler 
in den Breitenkreisen aber wird um so größer, je weiter 
man sich vom Äquator entfernt Zum Zwecke genauerer 
Orientierung in der Herstellung von Karten vgl. man Zoppritz: 
Leitfaden der Kartenentwurfslehre. 2. Aufl. von Bludau. 
Leipzig 1899. 

Stereographische Projektion eines Kristalles. 

122. Auch in der Kristallographie wird die stereographische 
Projektion verwendet, namentlich um die Zonenverhältnisse 
eines Kristalles übersichtlich zur Darstellung zu bringen. Die 
Gresamtheit der Flächen eines Kristalles, welche einander in 
parallelen Kanten durchschneiden, nennt man bekanntlich eine 
,)Zone'S derartige Flächen selbst „tautozonaP' und die 
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RichtoDg, EU der aUe FIfichen einer Zone parallel mid, die 
;^clise^ der Zone. Um nun die stereographische Projektion 
eines KristaUs, die auch als ^^pharische^^ bezeichnet wird^ 
zu zeichnen, denkt man sich zunächst um einen Punkt des 
KristaUs als Mittelpunkt eine Kugel von beliebigem Badius 
gelegt. Vom Mittelpunkte werden sodann Senkrechte auf die 
Eristallflachen gefallt und deren Schnittpunkte mit der Engel 
ermittelt. Jeder Flache entspricht demnach der eine oder 
andere Endpunkt eines Durchmessers^ den man den Pol der 
Fläche nennt. Die Flächen einer Zone liefern Lote, welche 
der Ebene angehören, die durch den Eugelmittelpunkt senk* 
recht zur Achse der Zone geht Die Pole der Flächen einer 
Zone liegen folglich auf einem Hauptkreise der Kugel. Diese 
Kugel wird nun stereographisch in eine Ebene abgebildet, welche 
durdi den Mittelpunkt der Kugel geht. Man wähltzudemZwecke 
etwa die Zone aus, welche die meisten Flächen enthält und 
legt die Bildebene senkrecht zur Achse dieser Zone. Die 
Pole dieser Zone liegen dann auf dem größten Ej^eise, wo- 
nach diese Ebene die Kugel schneidet. Als Zentrum der 
Projektion wählt man einen der Endpunkte des Durchmessers, 
der auf der Bildebene senkrecht steht und projiziert die 
unterhalb der Ebene gelegenen Pole aus dem oberhalb der 
Ebene gelegenen Punkte und analog die unterhalb der Ebene 
befindlichen Punkte der Kugel aus dem andern Durchmesser^ 
endpunkte. In der Büdebene erhält man dadurch an Stelle der 
Pole neue Punkte, an Stelle der Zonen Kreise und die Flächen 
einer Zone liefern auch im Bilde Pole, welche dem Bild- 
kreise der Zone angehören. Eine ausführliche Erörterung 
darüber findet man in den Lehrbüchern der Kristallographie, 
z. B. bei Groth: Physikalische Kristallographie. 4. Aufl. 
Leipzig 1905. 

Anwendungen in der Funktionentheorie. 

128. Die stereographische Projektion läßt sich auch 
verwenden, um eine ganze Beihe anderer Abbildungen ab» 
zuleiten. Denken wir uns zunächst eine Kugel gegeben und 
in den Endpunkten Ä und Ä^ eines ihrer Durchmesser die 
Tangentialebenen £ und e' konstruiert, so können wir einen 
Punkt (P) der Kugel aus A und Ä^ in die Ebenen e^ und e 
projizieren. Ordnen wir diese Bilder P' und P einander zu 
80 werden durch diese doppelte Abbildung der Kugel ''" 
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Ebenen e und e' offenbar kreisverwandt aufeinander be- . 
zogen. Ä und Ä^ sind die Zentralpunkte (vgl. 51.)* i 

Wählen wir dag^en irgend eine andere Ebene i], seii* ^ 
recht zum Durchmesser ÄA' und prqizieren einen Punkt (P) 
der Kugel wieder aus Ä und A^ in diese Ebene nach P 
und P^, so bildet sich in dieser Ebene eine Inversion ans, 
welche den reellen oder imaginären Schnitt der Ebene tj mit -. 
der Kugel als Inversionskrds besitzt 

unter Benutzung einer einzigen Proiektion können irir 
eine in der Ebene e (Fig. 50) g^bene Verwandtschaft auf 
die Kugel übertragen. Denn entspricht in der Trans- 
formation der Ebene e einem Punkte 1^ ein Punkt P^', sind 
femer P und P die Projektionen von P^ und P^' auf die 
Kugel, so besteht auch zwischen P und P auf der Kngd 
eine ein-eindeutige Verwandtschaft. Diese Transformationeii 
der Kugel gewinnen namentlich dann ein Interesse, wenn 
die Punktverwandtschaft in der Ebene e durch eine Be- 
ziehung zwischen zwei komplexen Yariabeln m' und 0^^ ge- 
geben ist. Dies führt n&mlich zu der AuffiEissung, eine kom- 
plexe Variabel 0^ direkt auf der Kugel zu deuten. In der 
Tat ist der Punkt P der Ebene e der Repräsentant 
komplexen Wertes 0' ^ x' + iy\ so können wir jetzt 
die Projektion P von P" auf die Kugel als Bild der Grfifie^' 
ansehen. Es wird also dann jedem Kugelpunkte diej^uge 
komplexe Zahl zugewiesen^ die bisher seinem stereographiacheii 
Bilde zugeordnet war. Zur Veransohauliohung der Werte 
einer komplexen Verfinderlichen hat die Kugel vor der Ebene 
den Vorzugs geschlossen zu sein. Das Unendlichfenie 
der Bbene e, cbis durch j?' = 00 bestimmt wird, geht in den 
Punkt der Kugel über. 

Die Formeln der Abbildung. 

124. Es ist nun aber nötige auch die Formeln aufzu- 
stellen^ welche die Koordinaten eines Punktes P^ mit denea 
seines Bildpunktes P auf der Kngelfiäche in ZnsammenhaDg 
bringen. Nehmen wir den Mittelpunkt M der Kugel al^ 
Anfangspunkt des räumlichen KoordinatensTstems, MA als 
positive Z- Achse; während A der Anfangspunkt für d^ 
ebene Koordinatensystem sei, deren X'- und F'- Achse dV 
Bilder der X- bzw. F- Achse sind. Fig. 50 stelle den Schni^ 
mit irgend einer durcYi ^<& Z-kc\^^ ^Vvenden Ebene vo 
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wir mit u nnd v die Breite bcw. Länge 
ird diese dargestellt durch die Gleiohun 
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(1) 



x=^ a*co8u*oosi; 
y == a • costi • sini; 
iBf s= a • sinti 



Ist weiter q^ der Abstand ÄP^, so gilt die Proportion: 



2a 



also 



aoosti a + asinu 1 + sint* ' 

2a*cosu 



e'= 



1 + stnu ' 

For die Koordinaten x^, y' des Punktes P' eAalten wir 

demnach 

, , 2a« costi • oost' 

o; «^ -cosv^- 



(2) 



y^ ^Q'*Bmv =5 



1 + sinti 
2 a • cosu • sint; 



1 + sinu 
Da aber sinti =«— ^ l + sintt= , cos w =—ya^ — jef*, 



so 



2a 
(3) a:'«r^-«i 



2a 



^'» = 4a» 



a — e 



a + "^ a + jBf "^ "^ a + z 

Um andererseits die Koordinaten Xj y, e eines Punktes der 
Kugel durch x\ y\ q' auszudr&cken^ leiten wir aus der 
letzten Gleichung den Wert von g ab und finden: 

4a» -^'2 8a8 



g^a 



a + = 



4a« + e'*' 4a» + e'*' 

80 daß die gesuchten Gleichungen werden 



(4) 



»«= 4o* 



X- 



y = 4a* 



g = a 



4a» + e'» 

4 a« + e'» 
4 o« - g^» 

4o» + e'»" 
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Die OleiobuBgen (3) nnd (4) nehmen folgende eimsm ein- 
fachere Foiin an^ wenn wir den Dttrohmesser der Kugd der 
Einheit gleich^ also 2a = 1 setzen: 

, 2x i x' 

X ' 



(5) 



e'*= 



1 + 2j» 

1+2« 
l-2g 

1 + 2« 



(6) 



X 



» = 



j? = 



1 + ^'« 

1 + q'^ 

2 *1 + ^ 



'«• 



Zwei Transformationen der Kugel in sich. 

125« Wir wollen diese Formeln benutzen) um zwei 
sehr bekannte Verwandtschaften der Ebene auf die Kugel 
zu übertragen. 

Es sei zunächst eine Transformation durch reziproke Radien 
gegeben mit einem festen Ejreise vom Radius 2a ^ so daß also 



(7) 



a;"=4a». 



y"— 4«». 



X' 



«'» + y' 



X'* + y' 



= 4o»- 



= 4a«. 



X' 



,'j 



g'j g"» = 16 a* . 

Jedem Punkte P' der Ebene entspricht ein Punkt P", und 
(fie Bilder von P' bew. P" auf der Kugel säen P bzw. P, 
ihre Koordinaten x,y, e bzw. X, Y, Z. Dann ist 

ia*-x' 



X — 4a« 



o; 



o;. 



4 a» + e"» 4a» + e'» 
FOr y finden wir die gleiche Beziehung, dagegen wird 

Wir erhalten folglich 

(8) Z = a:, r=y, Z=--^, 

und diese Oleichungen stellen eine Spiegelung an der 
XF-Ebene^ d. h. an der Äquatorebene vor. Dies ist mit- 
hin auf der Kugel das Bild der gewöhnlichen Inversion. 
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Als zweites Beispiel wählen wir die Transformation 

.. 4 a^ 



(9) B' 



z' ' 



wo a reell sein solL Es ist folglieh 

x"^—^, y"=-^, ^'»^"»-16a*. 

Granz in der gleichen Weise wie vorher erhalten wir auf 
der Kugel 

(10) X^x, Y^-yy Z^-z. 

m 

Ks ist also bloß noch eine Spi^elung an der ZX- Ebene 
luDzugekommen im Einklang mit der schon früher (47.) er- 
Brterten Zerl^ong der Transformation (9). Die beiden 
Spiegelungen an den zueinander senkrechten Ebenen lassen 
sidi aber, wie die Betrachtung sofort lehrt, durch eine 
Drehung der Kugel um die X-Achse ersetzen und zwar 
mn einen Winkel von 180^. In der Tat sind die Punkte 
«'= +2 a oder rc'« ±2 « die Koinzidenzpunkte der Trans- 
formation (9), und ihnen entsprechen als feste Punkte auf 
der Kugel die Endpunkte des in die X-Achse faUenden 
Durchmessers. Das Bild der Transformation (9) auf der 
Kugel ist demnach eine Drehung derselben um die X-Achse 
lun einen Winkel von 180®. 

Bäumliche Kollineationen, welche die Kugel in sich 

überfuhren. 

126. Es ist von Interesse, auch die allgemeinen Kreis- 
verwandtschaften auf die Kugel zu übertragen. Man kann 
sie nämlich über die Kugel hinaus^ zu einer Raumtransfor- 
mation erweitem durch folgende Überlegung: Irgend eine 
Ebene im Eaume schneidet aus der Kugel einen reellen 
oder imaginären Kreis aus; wird dieser in die Elbene e pro- 
jiziert, so entspricht ihm vermöge der Kreis Verwandtschaft 
wieder ein Kreis. Dieser liefert, auf die Kugel projiziert^ 
abermals einen Kreis^ und die Ebene dieses Kreises ordnen 
wir der ersten Ebene zu. Ob die erste Ebene die Kugel 
in einem reellen oder imaginären Ejreise schneidet, macht 
Cfir die analTti^cbe JBeiiantUung keinen UnteT^cYiVeäL. \^^%\ 
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brauchen wir niclit die allgemeinste Kreisverwandtschaft 
is''^{aß^^+b)/{c0^^+d) in der Ebene e zu verwenden, sondern 
können uns auf die einfacheren Transformationen 

(10) ^'=;^' y=^kß'% z'^z''+k 

beschrinken, aus denen sich (47.) die aUgemeine Kreisver- 
wandtschaft zusanmiensetzen l&fit Wir wollen für die erste 
dieser Transformationen die Rechnung durchföhren, f6r die 
beiden andern die Resultate angeben. 

Es sei eine beliebige Ebene im Räume angenommen: 

(12) oiX + ßy + yfS + d^Q. 

Dieselbe schneidet aus der Kugel einen (reellen oder ima- 
ginären) Kreis aus, ffir dessen stereographisches Bild sich 
unter Benutzung der Oleichungen (4) er^t: 

4a«(aic'+ /?yO + ay(4a« - q'^) + i • (4a« + g'*) -= 
oder 

(d — ay)(x'^ + y'*) + 4a«(aa?'+ /^yO + 4a*(ay + ^ = 0^ 

Als entsprechenden Kreis in der Ebene erhalten wir durch 
Anwendung der Substitution 

den folgenden: 

4a«(ay + a)(aj''«+y"«) + 4a«.(«a?"-^/0 + (*-«y)=0. 

Er ist jetzt auf die Kugel zu projizieren unter Benutzung 
der Formeln (3), wodurch wir finden: 

{d -ay)(a + Z)« + 8a»(« Z- j8r)(a + Z) 

+ 16a*(ay + a)(X« + F«) = • 

Die Gleichung der Kugel 

X« + r 2 = a« - Z« = (a - Z) (a + ^ 

erlaubt es uns, die obige Beziehung in eine lineare zu ver- 
wandeln^ indem sie nadi Unterdrückung des Faktors a + ^ 
in die folgende übergeht: 

(d-ay)(a + Z) + 8a»(aX-/?r) + 16a*(ay+d)(a-Z)-0. 
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Dies ist die Oleiohang der Ebene des entsprechenden 
sad der Engel, mr ordnen dieselbe nach den Orößen 
^y ßf Yf ^9 lun sie mit (12) zn vergleichen: so ergeben sich 
die Transformationsformeln: 



(13) 



X = 



8a»X 



{ 



a(l + 16o*) + (l-16o*)Z 

8a»r 

^ ~ a(l + 16 a<) + (1 - 16a«) Z 

a(l -16o*) + (l + 16 a*)Z 
z=—a 



' o(l + 16a*) + (1 - 16 a*)Z * 
Ffir die beiden andern Trusfcnmationen 

e'=As" und «'-«"+A, 
in denen die komplexe 2<ahl die Fonn hat 

leitet |man ganz in der gleidien Weise die Qleiohai^en ab 

2a{ÄX — BY) 



(U) 



X'= 



sowie 



m 



aj=4a'' 



a + Z+iÄ' + B*)(a-Z) 

2 ajBX + AT) 
^'~ a + Z + {Ä* + B^{a — Z) 

a + Z- (A* + B*)(a - Z) 
a + Z+{A* + B*){a - Z) ' 

2aX + A{a + Z) 



e — a 



4a(^X+Br)+(4a»+4»+£*)(a+Z)+4o»(a-Z) 

, , 2aY+B{a + Z) 

* *4a(^Z+jBr)+(4a»+J[»+-B*)(o+Z)+4a»(a— Z) 

4a(^X+.Br)+(^*+Jg'-4a«)(a+Z)+4a«(a-.Z) 
4ta{AX+BT)+lia*+A^+B*){a+Z)+Aa*{a—Z)' 



8——a- 



Die Gleicboneen (13), (14), (15) stellen aber Kollineationen 
des Baomes dar, welche natfirUdi die Kugel in sich selbst 
überfuhren, folglich wird auch der allgemeinen E^reisverwandt- 
sohaft in der Ebene eine solche kollineare Beziehui^ des 
Baumes zugeordnet werden können, umgekehrt wird 
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koUineare Raumtransformation^ welche eine Kugel in »di 
überführt, durch Vermittlung der stereographischen Pro- 
jektion in einer Tangentialebene der Kugel eine Ereis^ 
Verwandtschaft erzeugen. 

Wir haben aber (O. T. I. 8. 300 £.) gesehen^ wie Ak 
die Oeradenscharen einer Fläche zweiter Ordnung verhalten 
müssen, wenn diese durch eine KoUineation in sich übergeht^ 
wobei nur zu beachten, daJB die auf der Kugel gel^eneii 
imaginären Oeraden punktiert sind, d. h. immer nur eineü 
reellen Punkt enthalten. Um nun zu entscheiden, welcher 
der beiden Fälle hier vorliegt, können wir uns wieder auf 
die drei Verwandtschaften (11) beschränken und die & 
zeugenden der Kugel herausgreifen, welche in der Tangential- 
ebene Z^a liegen. Eine leichte Bechnung zeigt, daß ditie 
Erzeugenden bei der ersten und dritten Transformation ihre 
entsprechenden Geraden nicht treffen, während sie bei d^ 
zweiten mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Folglich 
wird jede Regelschar in sich übergeführt, entsprechend dem 
Falle a) S. 301, und das gleiche gilt für die aus der all- 
gemeinen Kreisverwandtschaft abgeleitete Kollineation. 

127. Weitere Eigenschaften dieser kollinearen Baum- 
transformation ergeben sich aus der Kreisverwandtschaft. 
Diese besaß (vgl. 51.) zwei immer reelle Koinzidenzpunkte. 
Ihnen entsprechen auf der Kugel zwei DoppelpuiULte U 
und N der Kollineation. Ist a die Verbindungslinie M'S^ 
so entspricht jedem Kreise der Kugel, der durch M und 'S 
geht, wieder eiu Kreis von der gleichen Eigenschaft oder, 
was das gleiche besagt, der Ebenenbüschel a geht projektiv 
in sich selbst über. Daraus folgern wir weiter, daß die 
Tangentialebenen in M und N an die Kugel sich bzw. selbst 
entsprechen. Sie enthalten die imaginären Doppelgeraden 
der projektiven Regelscharen. 

Ist h die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen, so 
entspricht sich auch die Punktreihe h in der Kollineation 
selbst, und sie besitzt imaginäre Doppelpunkte, nämlich die 
Schnittpunkte mit diesen Doppelgeraden. Auch der Ebenen- 
büschel h geht in sich selbst über und hat in den Tangential- 
ebenen durch h an die Kugel reelle Doppelelemente. Seine 
Ebenen schneiden auf der Kugel ein zweites, zum erstm 
orthogonales Kreissystem aus: Beide Kreissysteme haben 
ihre Bilder in dem Kic^V^^^^^ ^t^ 4^ Koinzidenfr 
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pankte and dem daza orthogonalen. Die Baiunk<dlineation 
nat vier Doppelpunkte, von denen zwei reell {M^ N) und 
zwei (auf b) imaginär sind. 

Es kann aber auch, was nicht bewiesen werden soll, 
der Fall eintreten, daß sich alle Ebenen durch a oder alle 
Ebenen durch b selbst entsprechen; dann ist die zugehörige 
Kollineation eine axiale (vgl. G. T. I. 8. 276); sie wird eine 
gescharte, wenn beides eintritt. Das letztere trifft z. B. zu 
bei der als zweites Beispiel (8. 233) betrachteten Transfor- 
mation, welche eine Drehung der Kugel um 180® um einen 
Durchmesser lieferte. Überhaupt könnte man die Formeln 
für die Drehung einer Kugel um einen Durchmesser oder 
für die Drehung eines starren Körpers um einen festen 
Punkt (die sog. Eni ersehen Oleichungen) aus diesen Baum- 
kollineationen ableiten. Man vergleiche darüber die Arbeiten 
von Euler (1, 2) und Cayley (3, 4), sowie die Darstellung 
in Lindemanns Vorlesungen über Geometrie, 2. Bd., l.Teil^ 
S. 610 und Burkhardts schon auf 8. 98 unten zitiertes 
Buch, 8. 52. 
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§ 27. Die Engelgeometrie. 
Orthogonale Kugeln. 
128. Sind zwei Kugeln gegeben 

(1) K r=/K{xi + y^-\-0^ + 2{Äx + By + C0) + D = O 

(2) K^ = A^{x^ + y^ + z^) + 2{Ä^x + B,y + C^z) + D^^O 

und haben beide einen reellen EjreiB gemein, so kar^ 
den Winkel d, unter dem sich die beiden Flache 
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setzen^ als den Winkel der Normalen leicht berechnen. 
Man erhalt 

^^g 2{AA, + BB, + CC,) ~ (A A + A,2>) 

2y^« + 5« + C«-A2).ya? + ft? + cf-AiDi 
Der Zahler gleich Null gesetzt gibt in 

(4) 2{AA^ + BB^ + CCi) - (ADi + AiD) = 

die Bedingong dafür, daß beide Kugehi sich orthogonal 
durchsetzen. 

Schreiben wir die Oleichung der Kugel in der Form 

(5) K^ a;« + y» + ;?« - 2(aa? + hy '\- c8)+p^Q , 

so hat ihr Mittelpunkt die Koordinaten a^h^c^ und es wird 

p = a* H- 6* + c* — r* , 

wobei r der Radius der Kugel. Diese Oröße p ist die 
Potenz des Koordinatenanfanges in bezug auf die Kugel. 
Die vier Orößen a , hj c, p kann man nach dem Vorgange 
von Reye (1) als die Koordinaten einer Kugel bezeichnen. 
Denn werden dieselben irgendwie angenommen , so ist da- 
durch immer eine Kugel bestimmt. Dieselbe kann naturlich 
auch imaginär sein, wenn der Ausdruck 



imaginär ist Hat man eine zweite Kugel (hi ^i9 ^9 Pif 
so wird der Kosinus des Neigungswinkels 6 

(6) cos e = ^^^^ "'" ^^^ "^ ^^^ "" ^^ '^^^^ 

und die Bedingung für orthogonales Schneiden 

(7) 2(aai + h\ + cc^)--(p +p^) « . 

Sind M und M^ die Mittelpunkte dieser beiden Kugeln 
und haben sie reelle Radien r und r^ , so ist 



2 



r^ + ri = mm; . 

Ist der eine Radius r^ imaginär von der Form ig^, so geht 
diese Beziehung über in 



§ 27. Die Kugelgeometrie. 239 



Die Kugel vom gleichen Mittelpunkte Mi , aber dem Badius Qi 
wird also von der ersten Kugel in einem Hauptkreise 
geschnitten. Diese ESgenscmit tritt an Stelle des ortho- 
gonalen Schnittes^ wenn die eine Kugel imaginfir ist 
Sind n Kugeln gegeben in der Form (5) 

J^i =■ , JE) = , • • • } -^Hi *=* ^ 

wählen wir n beliebige Zahlen k^, h^, ..., kn und bilden 
die lineare Verbindung 

(8) 2:kiKi^\Ki+k^K^+ ...+knE^ = 0, 

so stellt auch diese Oleichung eine Kugel vor mit den Ko- 
ordinaten 

Schneidet die Kueel (8) alle Kugeln K^^ K^^ ..., K^ ortho- 
gonal^ so gelten cue Beziehungen: 

' 2(aai + 66i + ce^ — (p +p^ « 

2(aa, + 6^ + cc,) — (p + pj) = 

i : 

l 2(aa,. + 66„ + ccH) — (p + Pii)=*0. 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit 
\iTc^y ••fkn und addieren^ so ergibt sich nach Division 
mit 2'Äv 

und dies ist die Bedingung dafür, daß die Kugel K die be- 
liebige Kugel (8) orthogonal schneidet. Der Mittelpunkt dieser 
Kugel (8) hat — dieselbe mag reell oder imaginär sein — dem- 
zufolge gleiche Potenz in bezug auf alle Kugeln^ welche durch 
die Gleichung (8) dargestellt werden. Es folgt mithin: 

„Trifft eine Kugel n Kugeln orthogonal^ so kommt 
ihr die gleiche Eigenschaft zu in bezug auf jede Kugel, 
deren Gleichung eine lineare Verbindung der 
gebenen Kugelgleichungen ist, und der Mittel 
dieser Kugel hat die gleiche Potenz in bez 
alle solche Kugeln/' 



(10) 
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Die Orthogonalkugel zu vier Kugeln. 

129« Bestimmt ist eine Kugel K^ wenn sie vier ge- 

S^bene Kugeln K^y K^^ K^^ K^ orthogonal sohneideii soll, 
enn die vier ersten Gleidiungen des Systems (10) liefern 
ein einziges Werteystem ctyh^Cyp. Zimchen den Ko- 
ordinaten (hihi ^i}Pi^ <hi\9<^}P%f '^'9 <h>\i ^>P^ 
von fünf Kugeln, welche die gleiche Kugel orthogonal 

treffen^ besteht die Beziehung (vgl. 8. 82) 

I «1 *i Ci i>i 
(h h ^ Pz 
«3 h <^s Ps 1 =0. 

«4 ^4 ^4 P4. 
«6 h ^ P& 

Multiplizieren wir in dieser Determinante die erste Kolonne 
mit —2 a?, die zweite mit --2y, die dritte mit — 2;sr, die 
fünfte oder letzte mit x^ + y^ + e^, wo x, y, js irgend ein 
Punkt im Räume sein soll und addieren alle diese Kolonnen 
zur vierten, so treten in dieser die Potenzen ^i,..., K^ 
dieses Punktes in bezug auf die fünf Kugeln Ki'^O auf. 
Wir entwickeln femer diese Determinante nach den Gliedern 
der vierten Kolonne und erhalten, wenn mit MiMjtMiMfn 
das Volumen des. von den Mittelpunkten Jf,-, Mk^ Mi, M^ 
der Kugeln Kiy Ki, Ki, Km gebildeten Tetraeders samt 
seinem Vorzeichen bezeichnet wird, 

K,*M^M,M,M,-~-K,*M^MsM,M, + Ks'M,M,M^M^ 

-K^'Mj,M^M^M^ + K^'M^M^MsM^ = 0. 

Diese Relation besteht also zwischen den Potenzen eines 
beliebigen Punktes in bezug auf fünf zur gleichen Kugel 
orthogonale Kugeln. Liegt der Punkt speziell auf der 
Kugel K^ , so ist für ihn K^ =0, und die obige Beziehung 
geht über in die folgende 

K^ • M^M^M^M, - K^ . M^MsM^M^ + K^^M^M^M^M^ 

-K^*M^M^M^M^:==Q. 

In dieser Form muß folglich die Gleichung der fünften Kugel 
erscheinen. Die Volumina der Tetraeder, welche der Mittel- 
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>imkt JU^ mit je drei der vier Punkte M^y M^y M^^ M^ 
gestimmt; können wir aber als Koordinaten A^n A^t ^ ^ > X?« 
sinfnhren (G. T. I. 36. S. 56), indem wir seteen 

qTc^ ^ M^M^M^M^ y 
und erhalten dann für die fünfte Kugel: 

(11) \K^ + *,X2 + *8^« + *4^4 = . 

8ie muß mithin dem duroh die vier ersten Kugeln bestimmten 
System angehören , was sich von selbst versteht; gleich- 
zeitig aber haben wir für die Parameter hi in der Gleichung 
dieses linearen Systems eine elegante geometrische Deutung 
gewonnen. 

Die Kugely welche von den fünf Kugeln K^y . . ., K^ 
orthogonal geschnitten wird, ist die Orthogonalkugel oder 
«odi die Jacobische Fläche des Systems (11). Ihre Glei- 
dnmg in den Koordinaten ki laßt sich leicht ableiten. Denn 
jeder Punkt dieser Orthogonalkugel kann als eine Punkt- 
kugel aufgefaßt werden, und umgekehrt muß jede Punkt- 
ki^ des Gebüsches auf der Orthogonalkugel gelegen sein, 
ü^ir haben also lediglich die Bedingung dafür aufzustellen, 
4aB der Radius einer Kugel des Gebüsches (11) Null wird. 
Diese wird aber 

(ShiaiY + (2'*.-6,.)2 + (-S'A.c,)^ - 2hi2hiPi = 
oder 

2Tci{ai + Vt + (?,^p.) 

+ Hhihi . {2(0^« + 6, 6, + CiCi) — {pi +pij) = . 

Beeeichnen wir die Radien der vier Kugeln Ki, . . .y K^ 
mit r^,.-.,r^9 femer den Winkel, unter dem sich die 
KngeJn Ki und Ki schneiden, mit Ou, so ergibt sich unter 
Benutzung von Formel (6) die Gleichung 

(12) 2'r?Jfc? + 2.2'nn.co8ÖnÄ;^Ä; =0. (i,* = 1, 2, 3,4) 

Dies ist die Gleichung der Orthogonalkugel. Sie vereinfacht 
dch noch mehr und wird 

;i3) r}i} -f /^ >^ + rj *i + rj Ki = , 

Doeblemann, Geometriacbe Transformationen. IL \^ 
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wenn die vier Kugeln Ki sich paarweise stets orthogonal 
treffen y also cosd^j >- ist Vier derartige Kugeln kann 
man sich in folgender Weise verschaffen: Zwei Kageln, 
etwa Kl und JT^i werden orthogonal angenommen; dann liefert 
jeder Punkt ihrer Potenzebene den Mittelpunkt einer dritten 
Kugel K^y welche Ki und K^ orthogonal trifft. Die drei 
Kugeln K^i K^j K^ endlich bestimmen ein Bündel ^ und 
jeder Punkt seiner Potenzachse kann als Mittelpunkt einer 
Kugel £4 genommen werden, welche KuK^fK^ ortho- 
gOEud schneidet. 

Die einfachsten Kugelmannigfaltigkeiten. 

180. Wir haben in 115. gesehen, daß eine Inversion die 
Kugel (1) überfährt in die andere: 

B(x^ + y2 + z^ + 2h(Ax + By + Cz) + A«A -= . 

Dieser einfache Satz gestattet uns nun eine ganze Ang^lil 
el^anter Anwendungen. Zunächst geht auch die durch (8) 
dargestellte Kugel wieder in eine solche über, und zwar 
wird diese: 

(^* + y* + ^^ 2^Pt — 2 Ä • {xSüiTci + yZhihi + aJSci Av) 
und diese Oleichung können wir auch schreiben: 

wobei 

Ki^Pi(x^ + y« + £?«) - 2*(a^a: + 6.y + de) + *«äv = . 

Das lineare System wird also wieder in ein solches trans- 
formiert Betrachten wir jetzt spezielle Fälle. 

Benutzen wir zwei Gleichungen Ki^O und JT^ » , 
90 stellt 

\Ki + h^K^=Q oder K^ + xK^^O 

ein Ku^lbüscbel vor. Alle cx)i Kugeln desselben gehen 
durch den reellen oder imaginären Schnittkreis der beiden 
Kugeln Kl und K^ . Die Ebene dieses ^^Grundkreises^' ist 

Ki-Ki = oder K^^K^, 

und diese letzte Form zeigt ohne weiteres^ daß alle Punkte 
dieser Ebene gleiche Potenz in bezug auf K^ und K^ haben» 
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dem Satze von 128. haben diese Punkte dann aber 
le Potenz in bezug auf alle Engeln des Büschels. 
Pnnk^ dieser Potenzebene kann als Zentrum einer 
dienen^ welche alle Kugeln des BüBchels ortho- 
triffL 
Die Mittelpunkte aller Kugeln des Büschels liegen auf 
Geraden g^ der ^^Achse^ oder ,,Zentralen''; auf ihr 
ümeiden alle Kugeln des Büschels eine Punktinvolution 
M. Die Doppelpunkte derselben sehen die im Büschel 
ithaltenen Kugeln vom Radius Nml, die ^unktkugeln'^ 
1er „Grenzpunkte^^ Die Orthogonalkugeln des Büschels 
nssen auch diese Punktkugeln orthogonal schneiden ^ d. h. 
imtlich durch sie hindurchgehen. 

AI« inverses Bild des Büschels erhalten wir wieder ein 
Qschel; der Grundkreis des einen entspricht dem Grund- 
rdse des andern; der Potenzebene des ersten Büschels 
itspricht die Kugel des zweiten Büschels, welclie durch 
m Inversionsmittelpunkt geht; die Zentrale g des Büschels 
sht in einen Kreis über, welcher^ in der Ebene (Og) ge- 
gen, alle Kugeln des zweiten Büschels orthogonal schneidet; 
in Mittelpunkt liegt also in der Potenzebene des zweiten 
fischeis. 

Gehen wir aus von drei Kugeln KuK^y K^ und bilden 

Zi+*8^2 + *8^8=0 oder K^+ xK^ + XK^'^O , 

I erhalten wir od^ Kugeln, entsprechend den beiden wesent- 
^hen Parametern x und A, welche ein Kugelnetz oder 
agelbündel bilden. Die drei ursprünglichen Kugeln 
imeiden sich in zwei Punkten, den Punktkugeln des 
Bndeis, welche ersichtlich allen Kugeln des Bündels ge- 
ein sind. Die Mittelpunkte aller Kugeln des Bündels er- 
illen eine Ebene, wie sich aus den Gleichungen (9) ergibt. 
! zwei der drei Kugeln bestimmen eine Potenzebene: Diese 
*ei Ebenen 

ihen durch eine Gerade hindurch, die „Potenzachse^^, welche 
if der Ebene der Mittelpunkte senkrecht steht Jeder 
ankt der Potenzachse hat in bezug auf die drei Kugeln 
\, K^y Kq und nach dem in 128. bewiesenen Satz folglich 
bezug auf alle Kugeln des Bündels die ^dcäcÄ ?q\»kl 



L^ 
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und liefert den Mittelpunkt einer Kugel, welche alle Eugeh 
des Bündels orthogonal schneidet Das Bündel bestumnl 
also ein Büschel orthogonaler Kugeln , wie sich umgekehrl 
SU einem Kugelbüschel ein Bündel orthc^naler Kugeln eigah 

Eine Inversion verwandelt ein Kugelbündel und sein 
orthogonales Kugelbüschel wieder in zwei ebensolche Ge« 
bilde. Die Potenzachse a des Bündels geht in einen Erek 
über, der in der Ebene (Oa) gelten alle Kugeln des zweitei 
Büschels orthogonal schneidet. 

Bildet man endlich aus vier Kugelgleichungen das System 

kl Kl -\- k^ K2 + "TS ^3 + «^4 ^i = 
oder 

Ki + xK^+XKs + fiK^^O, 

so bezeichnet man den Inbegriff dieser cx)^ Kugeln als ein 
^^Kugelgebüsoh^^ Die Potenzachse , welche zu den Kugeln 
Kl, K^y K^ gehört, schneidet diejenige, welche sich für dif 
drei Kugeln K^j K^y K^ konstruieren läßt, da beide in dei 
Potenzebene Ki — K2 = liegen. Der Schnittpunkt dies« 
beiden Potenzlinien ist dann aber ein Punkt gleicher Poteni 
in bezug auf die vier Kugeln K^, K^, Kg, K^y also md 
bezüglich aller Kugeln des Gebüsches. Es folgt mithin: 

Die Kugeln eines Kugelgebüsches haben samtlieii 
gleiche Potenz in bezug auf einen Punkte den Potenz- 
punkt^ oder auch: Sie schneiden alle eine Kugel 
orthogonal oder sämtlich in Hauptkreisen. 

Eine Inversion führt ein Kugelgebüsch wieder in ein 
Kugelgebüsch über und dessen Orthogonalkugel in die Ordio- 
gonalkugel des entsprechenden Grebüsches^ während natürlich 
die Potenzpunkte der beiden Gebüsche sich in der Inversion 
nicht entsprechen. 

Die Abbildung der Kugeln des R^ auf die Punkte 

eines R^. 

131. Diese Betrachtungen zeigen eine gewisse Ahi^- 
lichkeit mit denen der projektiven Geometrie, sofern wii 
an Stelle des Punktes die Kugel und an Stelle einer kol- 
linearen Abbildung die Inversion treten lassen. Da weitei 
zwei Kugeln ein Kugelbüschel^ drei Kugeln ein Kugelbünd« 
bestunmeuy so würde dem. ^Lvi^IVwä^oäI die Gerade, d. h. di 
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?imktreihe und dem Kugelbündel die Ebene oder das Punkt- 
:eld entsprechen. Nun hat eine Grerade mit einer Ebene 
sin^i Schnit^onkt gemein, and sie gehört game der Ebene 
m^ wenn sie zwei Punkte der Ebene enthfilt Damit stimmt 
38 dann überein, wenn ein Kugelbüschel mit einem Kugel- 
bondel im allgemeinen eine Kugel gemein hat und daJB ein 
Kugelbüschel ganz in einem Kugelbündel enthalten ist, wenn 
er zwei Kugeln des Bündels enthalt. Wie femer zwei 
E3)enen eine Schnittgerade bestimmen, so ist durch zwei 
Kugelbündel ein ihnen gemeinsamer Kugelbüschel festgelegt 
Zwei Gerade haben im allgemeinen keinen Punkt gemein; 
schneiden sie sich aber, so kann man durch sie eine Ebene 
l^n. Analog sehen wir, daß zwei Kugelbüschel im all- 
gemeinen keine Kugel gemein haben; ist dies aber der Fall, 
80 bestimmen sie ein Kuirelbündel usf. Auf diese Weise 
gdangen wir dazu, eine G^etrie zn begründen, bei welcher 
ak Raumelement die Kugel benutzt wird, ebenso wie in 
der Idniengeometrie die Oerade. Der Punkt ist dann auf- 
mfassen als eine Kugel vom Radius Null, d. h. als Null- 
kogel, die Ebene als Kugel mit unendlich großem Radius. 
Diese „Kugelgeometrie*^ wurde namentlich von Lie (1), 
Beye (2) und Loria (3) ausgebaut. Nun gibt es im Räume 
oc^ Kugeln. Wollen wir also eine Geometrie durchführen, 
bei welcher jeder Kugel ein Punkt entspricht und welche 
als Yeranschaulichung der Kugelgeometrie gelten kann, 
80 müssen wir einen vierfach ausgedehnten Raum R^ be- 
mitzen. Dieser Raum soll ein linearer sein, d. h. es soll 
ilun die Eigenschaft zukonunen, die durch irgend zwei seiner 
Pankte bestimmte Gerade ganz zu enthalten. Man könnte 
demnach die bereits als Koordinaten einer Kugel bezeich- 
neten Großen a,bfCfP als Koordinaten des entsprechenden 
Ponktes in R^ einführen. Es empfiehlt sich aber, mit Loria 
Andere Zahlen zur Bestinmiung einer Kugel zu benutzen. Es 
gilt nämlich folgender Satz: 

Sind die Gleichungen von fünf Kugeln gegeben 

80 läßt sich jede andere Kugel K = in der Form 
darstellen 

(14) a^iJSTi +0:2X2 + Xq K^ + Xji^Ki^^ Xt^K^^(S . 
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar^ wenn man die letzte 
Gleichung nach Division mit Zxi mit der Gleichung JT »0 
der gegebenen Kugel vergleicht. Man erhalt dadurch vier in 
den Xi lineare y homogene Gleichungen , aus denen die Ver- 
hältnisse der Xi berechnet werden können. Nimmt man 
umgekehrt für die Xi irgendwelche beliebige Yerhäitniszahlen; 
so ist eine einzige Kugel durch die Form (14) festgel^ 
Also steht es uns frei, (£e fünf Yerhaltniszahlen Xi als homo- 
gene Koordinaten einer Kugel aufzufassen^ bezogen auf die 
fünf Kugehi Ki. Denken wir uns andererseits einen vier- 
dimensionalen Eaum 124 ^^^ benutzen die fünf Koordinaten (Ri 
dazu, dessen Punkte festzulegen, so ist damit eine Abbildung 
der Kugeln unseres Raumes auf die Punkte des 124 hergestellt. 
Den fünf Kugeln Ki entsprechen fünf Punkte in i24^ die 
wir als Koordinatenpentaeder benutzen können. 

Die Gleichung (14) einer Kugel mit den Koordinaten Xi 
erscheint dann in der Form 

(a?*H-y*+jef*)2'a?,-— 2 {x2aiXi+yZ})iXi-\-z2ciX^+2piXi^0 . 

Der Mittelpunkt dieser Kugel hat die Koordinaten 

(16) A^^, B=^, C.^, 

^ ' 2xi 2xi 2xi 

und ihr Radius ist 

^^ (2aiX,Y + (2hiX,Y + {ICiXiY — ZxiZpiXj 

Der Zähler 22«« dieses Ausdrucks gibt entwickelt eine in 
den Xi quadratische Form und man erhalt als Koeffizienten 
des Gliedes XiX\ 

2(a, a* + 6, 6i + c^c*) — (p, +!>*) 
oder 

Bezeichnen wir diesen Ausdruck^ der in gleicher Weise von 
den Elementen der Kugeln Ki und Kk abhängt^ mit r^« oder 
Yui so daß also 

(17) ra = n,=ff+ri-<(a,.-a*)« + (6,-6*)2 + (c,-c*)»>, 

^o wird 
8) i2«x = Zf^xi + ZruXiX^ , 
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wo ffir » und k alle KombioaticHien der ZSeiger 1, 2, • . .,5 
m nehmen sind 

Ferner wollen wir, unter Benutsnng der Fonnel (4) auf 
S. 238, die Bedingung dafnr anschreiben, daß sich zwei Kugeln 
mit den Kooidinaten Xi und yt orthc^nal schneiden. W ir 
erhalten 

2 {SoiXiZoiyi + 21>iXi2hiyi + SciXiZciyi^ 

— {2Xi2piyi + 2yi2piXi^ « 

oder durch eine ganz ähnliche Entwicklung 

(19) B^;^^22riXiyi + 2raXiy^^0 . 

Das Bild der Inversion, Koordinaten- 
transformation im R^. 

132. Nachdem wir die Mannigfaltigkeit der Kugeln des i^ 
auf cUe Punkte des R^ abgebildet haben, wird jede Trans- 
formation imseres gewöhnlichen Baumes, welche jede Kugel 
wieder in eine Kugel überfuhrt, als eine ein-eindeutige Punktr- 
transf ormation des R^^ erscheinen« Dies muß sich also jeden- 
falls zeigen bei der einfachsten derartigen Verwandtschaft, 
der Inversion 

(20) X' , *^. , , /=_i_, e' *^ 



In der Tat geht eine F.-Kugel K^^O über in die Kugel 

^ = Pi{x'^ + /« + 8'^) - 2 HoiX' + hiy'+dg') + *« « . 

und irgend eine Kugel 

2XiKt-=0 
geht über in 

K'=2piXi{x'^ + /» + z'^ 

— 2Tc{2aiXiX'+ ZhiXiy'+ ZciXiZ') + i»2'av'« , 

und daraus erkennen wir, daß 

K'^ZxiKi. 

Ist daher eine Kugel K gegeben, welche in bezug auf die 
f6nf F.-Kugeln Ki die Koormnaten Xi hat, und gehen durch 
die Inversion (20) die Kugeln K und Ki über in K' und Kl. 
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so hat K' in bezug auf das F.-System Ki die gleichen 
Koordinaten Xi. 

Im R^ gedeutet führt die Transformation durch reziproke 
Radien demnach zu der einfachsten linearen Transformation 

Xi=^Xi. (i= 1, 2, 3, 4,5) 

Es werden ganz wie bei der Kollineation (G. T. I. 65. 144.) 
die alten Koordinaten einfach in dem neuen Koordinatensystem, 
das sich durch die Inversion aus dem alten ergibt, gedeutet 
Endlich wollen wir noch sehen, wie sich die Formeln 
für eine Koordinatentransformation im R^ ergeben. Eine 
Kugel K habe in bezug auf die F.-Kngeln K4 die Koordi- 
naten Xi. Wir wählen irgend fünf andere Kugeln Ki und 
in bezug auf diese habe die gleiche Kugel K jdie Ko- 
ordinaten ii. Führt man die Bedingungen ein, daß die 
gleiche Kugel in dieser doppelten Form dargestellt ist, so 
erhält man fünf lineare Gleichungen, in die noch ein Pro- 
portionalitätsfaktor eingeht. Durch Elimination desselben 
lassen sich dann die f^ ohne Schwierigkeit als lineare Funk- 
tionen der Xi darstellen. 

Die Mannigfaltigkeiten der Kugelgeometrie. 
133« Besteht nun irgend eine Gleichung 

zwischen den Xi , so stellt diese im R^ eine dreidimensionale 
Fläche vor, während sie im gewohnlichen Räume eine 00^ 
faches System von Kugeln liefert, das man als „Eugel- 
komplex^' bezeichnet Betrachten wir den einfachsten Fall 
einer linearen Gleichung 

(21) ai iCi + ag a:^ + . . . + Og ajß = , 

wo die a, ganz beliebige Zahlen sein sollen. Wir sind dann 
imstande, fünf Größen X^ , X^ ^ . . . , X^ aus folgenden 
linearen Gleichungssystemen zu bestimmen: 

^11 ^1 + '"12 ^ + • • • + ^15 ^ = % 
'"21 -^1 +.^22 ^2 + • • • + ^26 -3^5 = ^ 
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Multiplizieren wir abor diese CrkidiiiDgen der Reihe nach 
mit a^, X2, — f x^j BO ergibt ach nach (19) 

d.h. jede Kugel Xi, deren Kocxdinaten der Gleirfwmg (21) 
genügen, schneidet die Kngel Xi «xtfaogooal and umgekehrt 
Damit ist gezeigt: 

Der lineare Kugelkoniplex oder die durdi eine 
lineare Glddnn^ repräsentierte Mann%fiJtigkeit von 
Kugeln bestditin der Gesamtheit aller Kugehi, welche 
eine feste Kugel orthogonal schneiden, jd. h. in einem 
Kugelgebüsch« 

Sind zwei Gleichungen in den Xi gigeben 

f{Xi , ^2 , - . ., a^) = , <p{Xi,Xi,...,x^)=^0, 

so werden alle od' Kugeln, deren Koordinaten diesen beiden 
genügen^ eine „Kngelkongruenz^' bilden. Ihr Bild im R^ 
ist eine zweidimensionale Kurve. Nehmen wir zwei lineare 
Gleiehungen, so erhalten wir dadurch alle Kugeln, welche 
gleichzeitig zwei Kugelgebuschen angehören, die lüso zwei 
bestimmte Kugeln orthc^nal treffen. Wir gelangen demnach 
zu dem Kugelbändel (vgL 130.). 

Endlich werden drä beliebige Gleichungen 

ein cx>^&ches System von Kugeln, eine ,^ngelscliar^ be- 
stimmen. Für drei lineare Gleichungen ergeben sich alle 
Kugeln, welche drei bestimmte Kugdn orthogonal treffen, 
d. h. ein Kngelbüschel. Es zeigt sich mithin, dafi die schon in 
130. besprochenen Mannigfaltigkeiten die einfachsten Gebilde 
der Kugelgeometrie sind, da sie durch lineare Gleichungen 
dargestellt werden. Sie heißen desw^en auch die linearen 
Kugelsjsteme. 

EndUch erhalten wir nach Gleichung (18) von 131. in 

die Bedingung, welche zwischen den Xi erfallt sein muß, wenn 
die entsprechende Kugel den Radius Null hat, also eine 
Pcmktkugel ist. Im It^^ gedeutet, stellt sie aber eine drei- 
dimensionale Flache zweiter Ordnung vor, der im gewohn- 
lichen Räume ein quadratischer Komplex entspricht, besteliAnd 
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in der Gesamtheit der Punkte dieses Baumes. Die Abbildung 
durch reziproke Radien als Punktverwandtschaft betrachte^ 
ist identisch mit der kollinearen Transformation dieser Flache 
zweiter Ordnung des Jß^ in sich, wie dies schon F. Klein (4) 
betont hat. 
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§ 28. Die KrOmmangslinieii. 

Invarianter Charakter der Krümmungslinien. 

134. Betrachten wir irgend eine Flfiche und einea 
Punkt P derselben^ dessen Normale n sei, so treffen die 
Normalen in den zu P benachbarten Punkten der Fläche 
die Normalen n im allgemeinen bekanntlich nicht. Nur zwd 
zu P benachbarte Punkte P^ und P, haben die Eigenschaft^ 
daß die zu ihnen gehörigen Normalen ti^ und n^ die Nor- 
male n schneiden in Pursten, die wir K^ und K^ nennen 
wollen. Für jeden (nicht singularen) Punkt einer Fliolia 
kann man in dieser Art zwei bestimmte Richtungen auf der 
Fläche bestimmen ; die, wie sich weiter zeigt, überdies aitf> 
einander senkrecht stehen. Setzt man diese Richtungen sa 
Kurven zusammen, so erhält man zwei Kurvensysteme vd 
der Fläche, die sog. ,,Krümmungslinien^', welche sich 
überall orthogonal durchschneiden ^ und die längs dieser 
Kurven errichteten Normalen bilden abwickelbare Flachen. 
Diese letztere, die Krümmungslinien definierende Eigenschsft 
wird nun aber^ wie man sich leicht überzeugt, durch dno 
Inversion nicht zerstört. Denn der Punkt P und seine ümr 
gebung bilden sich durch eine Inversion in den Punkt P 
der entsprechenden Fläche und in dessen Nachbarschaft 
ab. Der Schnittpunkt N^ le^Ttkec ^wi iv xmd n^ ist der 
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Uittelpiinkt einer die Flfiche in P beröhrenden Kugel K^ , 
^che dorch die Inversion in die Kugel £j[ übergeführt 
iid. Die Nonnalen n und % gehen in Kreise (n) und (n^) 
yeTy welche die Kugel Ki in P^ und Pi orthogonal treffen 
ü88en. Die Tangenten an diese Kreise (n) und (n^) gehen 
80 durch den Mittelpunkt der Kugel Kl , und da sie gleich- 
lüg die Nonnalen der entsprechenden Fläche in P^ und P^ 
nd, so folgt der schon von Stubbs (3) ausgesprochene Satz: 

Die Krümmungslinien einer Fläche gehen bei 
jeder Inversion über in die Krümmungslinien der 
entsprechenden Fläche. 

Bei diesem Beweise wurden folgende Eigenschaften der 
iversion benutzt: sie erhält die Winkel und führt jede 
^Qgel wieder in eine Kugel über. Nun läßt sich zeigen, 
elB die erste Eigenschaft schon aus der zweiten folgt, daB 
dt andern Worten jede Transformation, welche Kugeln 
Diner wieder in Kugeln überführt, konform ist. Dies vor- 
osgesetzt» kann man noch allgemeiner sagen: 

Jede Transformation, welche Kugeln wieder in 
Kugeln überführt, transformiert auch cUe E^rümmungs- 
linien einer Fläche in die Krümmungslinien der ent- 
sprechenden Fläche. 

Die Hüllflächen einer Kugel. 

1S5« Denken wir uns eine einfache Mannigfaltigkeit, 
Bo eine Reihe von cx>^ Flächen, welche irgend welchen Be- 
Dgnngen genügen. Die Flächen selbst können ihre Gestalt 
dem oder auch ungeändert bleiben. Halten wir eine 
Sehe der Reihe fest und lassen wir die bewegliche 
Sehe im einen oder andern Sinne sich dieser festen Fläche 
hem. Wir wollen annehmen, daß sich bei jeder Art der 
mäherung als Grenzlage die nämliche Schnittkurve mit 
r festen Fläche ergibt. Unter dieser Voraussetzung hat 
8 System der Flächen eine Einhüllende oder Enveloppe 
d jede Fläche der Reihe berührt diese Hüllfläche in einer 
urve, der s(^. „Charakteristik^^, welche sich gleichzeitig als 
i Schnittkurve der herausgegriffenen Fläche mit der be- 
shbarten Fläche der Reihe auffassen läßt. 

Unter allen reellen Flächen ist die Kugel — da ihre 
ntlichen Normaien sich im Mittelpunkt ac^ixeid^Ti — da.- 
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durch ausgezeichnet, dafi jede auf ihr gelegene Kurve för 
die Flache eine Krümmungslinie ist Entsteht nun m$ ^ 
Fläche als Enveloppe einer Keihe von Kugeln, so sohneida ^ 
sich die aufeinanderfolirenden Kneeln jedenfalls in Kreisen, ^ 
und diese mÜBsen für die Hfillflife ErfimmoDgalini^l^ 
da die Kugel in jeder Lage längs der Charakteristik di6 
Enveloppe berührt Jedes inverse Bild dieser Hüllflaidie 
besitrt laim aber jedenfaUs eine Schar von kreisföimign 
Krfimmungslimen. 

Beschreibt der Mittelpunkt der veränderlichen Ki^ 
eine gerade Linie, so umhüllt die Kiwsl eine Rotationsfläche, 
deren Achse diese Linie ist Die Ebenen, welche auf der 
Achse senkrecht stehen, schneiden aus der Fläche das eise 
System kreisförmiger Krununungslinien aus, die sog. Paraiy- 
oder Breitenkreise. Die Ebenen durch die Achse liefern 
als zweites System von Krümmungslinien die sog. Meridiaiie. 
Es folgt also: 

Alle Hüllfiächen einer Kugel, folglich auch alle Bo- 
tationsflächen, sowie alle in versen Bilder dieser Flachen 
besitzen ein System kreisförmiger Krfimmungslinien. 

Die Dupinschen Zykliden. 

186. Das bekannteste Beispiel für Flächen, welche als 
Enveloppe einer Kugel entstehen, sind die sog. Dupinschen 
Zykliden. Sie weiden eingehüllt von einer Kugel K, welche 
der Bedingung unterworfen ist, drei gegebene Kugeln Ki, 
K2, K^ stets zu berühren. Genauer ausgedrückt, müssen 
wir sagen, daß wir vier Zykliden durch diese Bedingung er- 
halten, indem nämlich alle derartigen Kugeln vier Beihen 
bilden und die Kugeln jeder Beihe eine Zyklide umhüllen. 
Hachette (1), ein Schüler Monges, hat 1804 gezeigt, daß 
der Mittelpunkt einer solchen Kugel einen K^elschnitt be- 
schreibt, und Dupin (2) untersuchte 1812 das UmhüUungs- 
febilde dieser Kugel, das er später als Zyklide bezeichnete. 
>ie Transformation durch reziproke Radien bietet ein be- 
quemes Mittel, diese Flächen auf einfachere abzubilden. Es 
sind dabei zwei Falle zu unterscheiden. 

Haben die drei gegebenen Kugeln zwei reeUe Schnitt- 
punkte gemein, so wähle man einen derselben als Inversions- 
Zentrum, so daß die drei ^\i!g&\ii m ^\^\ l&V^iiexL übergehen. 
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Die variable Kugel K wird in eine andere transfoimieity welche 
diese drei Ebenen berOhrt Dabei nmhfillt äe einen Botationa- 
k^I; nnd die ursprongliche Fläche ist daa inverse Bild 
dieses Kegels. 

Schneiden sich die drei Kogeln dagegen in zwei imagi* 
nären Punkten^ so ist deren Verbindongslinie wiederom reell 
nnd gibt die Potenzlinie des dordi die Kugeln bestimmten 
Bändels. Sie trifit die Zentralebene in einem Punkte, welcher 
als Mittelpunkt eines Kreises genommen werden \aam, der 
alle Kogdn des Bundeis orthog<Hial schneidet Wählt man 
das Zentnun der Inversion auf diesem Kreise, so geht er 
in eine Gerade über, und alle Kugeln des entsprechenden 
Bündels müssen diese Grerade orthc^nal treffen. Folglich 
werden die Mittelpunkte der Kugeln dieses Bundeis sämt- 
lich anf dieser Geraden liegen. Hat man aber eine Kugel 
gefunden, welche drei Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer 
Geraden sich befinden, berührt, so erhalt man oo^ weitere 
Lagen für eine die drei g^ebenen Kugeln berührende Kugel, 
wenn man diese Kugel um die Gerade rotieren laßt. Dabei 
beschreibt die Kugel eine Ringzjklide oder eine sog. Ring- 
oder Walstfläche, und auf diese laßt sich im zweiten Fall 
die allgemeine Zyklide abbüden. 

Wahlen wir die Z- Achse ab Rotationsachse, ist femer 
a der Abstand des Mittelpunktes der rotierenden Kugel von 
derselben, r ihr Radius (f%. 58 auf S. 269), so wird die Glei- 
chung der Ringfläche 

(x2 + y2 + ^2)2 4- 2 (a2 - r2) {x^ + y« + e^) 

— 4a«(x2 + y2) + (a« — r«)« « . 

Machen wir unter Benutzung einer Variabel u homogen, so 
nimmt die Gleichung die Form an 

(xi + y« + i?2)2 + u^.{2{a^ - r^{x^ + y^ + z^) 

— Aa^x* + y«) + (a2 - r^^u^} « , 

AUS der ohne weiteres zu ersehen, daß der unendlich ferne 
Kugelkreis K^o 

x^ + y^ + £!^-^0 y w = 

^ine Doppelkurve der Fläche ist Durch eine Inversion 
geht die Ringfläche zunächst in eine Fläche achter Ordnung 
über, welche K^o i^och zur vierfachen Kurve 
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der Kegel der Minimalgcraden aus dem Inversionsmittelpun] 
doppelt gerechnet ausscheidet^ so bleibt wieder eine Fläd 
vierter Ordnung übrige welche K^o zur Doppelkurve ha 
Weil femer dem Rotationskegel invers direkt eine Flad; 
vierter Ordnung entspricht^ welche K^o zur Doppelkurve ha 
so ist gezeigt: 

Die Dupinsohen Zykliden haben den unendlic; 
fernen imaginären Kugelkreis zur Doppelkurve. 

187. Für den Umdrehungskegel und für die £ingfläcii( 
lassen sich nun aber die Krümmungslinien ohne weiteres an- 
geben. Sie bestehen für den ersteren in den Erzeugenden 
einerseits und den Parallelkreisen andererseits. Ist nun ß 
die Spitze des Kegels ^ h seine Achse ^ der Inversiona- 
mittelpunkt, so gehen alle Erzeugenden durch die Inversion 
in Kreise über^ welche den Punkt und den Punkt 8', 
das Bild der Spitze S, gemein haben. Aber auch die Parallel- 
kreise verwandeln sich durch die Inversion in Kreise^ deren 
Ebenen alle durch eine bestinunte Gierade hindurchgehen. 
Dies wird bewiesen sein^ wenn wir zeigen^ daß alle Paral- 
lelkreise einem Kugelbündel angehören. Dieser besteht aber 
aus der Gesamtheit aller Kugeln^ welche ihre Mittelpunkte 
auf h haben. Dieser Geraden h entspricht ein Kreis in der 
Ebene (Oh), welcher alle Kugeln des entsprechenden Bün- 
dels orthogonal schneiden muß. Also ist die Ebene (Oh) 
die Zentralebene für dieses Bündel und seine Potenzlinie, 
durch welche die Ebenen aller im Bündel enthaltenen Kreise 
hindurchgehen müssen, steht auf dieser Ebene (Oh) senk- 
recht; kreuzt also die Linie OS' senkrecht. 

Die Krümmungslinien einer Bingfläche sind einend 
die PaEallelkreise, andererseits die Paare von Kreisen^ welobe 
die Ebenen durdi die Rotationsachse ausschneiden. 

Es ist nun wieder einzusehen^ daß diese beiden Systeme 
von Kreisen je einem Kugelbündel angehören. Wahlen im 
drei Lagen der rotierenden Kugel aus, so bestimmen diese 
ein Kugelbündel R, dessen Potenzlinie die ßotationsachfie ) 
iät. Diesem Bündel gehören die Meridiankreise an. De 
zugehörige Orthogonalbüschel R hat die Linie h zur Zen 
triden. Andererseits bilden wiederum alle Kugeln, deie 
Mittelpunkte auf h gelegen sind, ein zweites Bündel T, dei 
alle Parallelkreise ange\voT^Ti. T)%x Q>i^<^^\)sJbüfiohel ' 



§ 28. Die KrOmmungslinien. 265 

dieses Bändels besteht in der Gesamtheit der Ebenen durch 
die Achse h, also in dem Ebenenbfischel h. Die beiden 
Bändel R und T zeigen die besondere Eigenschaft^ daß 
immer der Qrthogonalbüschel des einen Bündels dem andern 
Bündel angehört. Die auf der Zyklide gelegenen Kreis- 
systeme aber gehören je dem einen Bündel nna dem ortho- 
gonalen Büschel des andern Bündels gleichzeitig an, also zu 
E und T bzw. T und R. Durch eine Inversion werden 
nim diese Beziehuugen der beiden Bündel nicht geändert. 
JB geht über in einen Bündel R' und T in einen Bündel T^. 
Der Qrthogonalbüschel von T' muß R' angehören, also liegt 
seme Achse in der Zentralebene von R', und aus den gleichen 
Granden muß die Potenzlinie von R' in der Zentralebene 
des Büschels T' gelegen sein. Durch diese Potenzlinien gehen 
die Ebenen der beiden Kreissysteme. Die Zentralebenen der 
beiden Bündel sind Symmetrieebenen der Flfiche. Es folgt 
demnach: 

Jede Dupinsche Zyklide besitzt zwei Scharen von 
Kreisen als ELrümmungslinien; die Ebenen dieser 
Kreise gehen je durch eine Gerade hindurch und 
diese beiden Geraden kreuzen sich senkrecht. Sie 
liegen in zwei aufeinander senkrechten Symmetrie- 
ebäien der Fläche. 

Die verschiedenen Typen der Dupin sehen Zyklide. 

138« Wir wollen endlich noch die verschiedenen Formen 
angeben^ welche die Dupinsche Zyklide annehmen kann^ in- 
dem wir mit Maxwell (4) diese Fläche aus dem Kreiskegel 
oder ans der Ringfläche durch Inversion ableiten. Voraus- 
CQschidken ist, daß jede Dupinsche Zyklide zunächst zwei 
imaginäre Knotenpunkte auf dem unendlich fernen Kugel- 
beis besitzt Denn jede Rotationsfläche berührt K^o doppelt 
^gl. 108.)* Außerdem besitzen die Dupin sehen Zykliden 
iber immer noch zwei weitere Knotenpunkte, die reell oder 
änaginär sein oder zusammenfallen können. 

Buden wir nämlich zunächst den Rotationskegel mit 

der Spitze S und der Achse h durch reziproke Radien ab, 

10 hat die entsprechende Zyklide im Mittelpunkte der 

Inversion einen reellen Knotenpunkt und einen zweiten in 

demPunkteS^, welcher S entspricht. FölMrtmaiidieYWÄVji^ 
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ala Zeidieiebene ein, so kann man sich auch konstruktiv 
eine Vorstellung von der enteprecbenden Zyklide maclien; 
dabei ist es von Vorteil, daß die auf der Zeicheaebene senk- 
rechten Kreise des Kegels wieder in Kreise übei^ehen, deren 
Ebenen auf der Zeiohenebene senkrecht stehen. Die ent- 
stehende Fläche wird als „Hornzyklide" bezeichnet (Fig. 53) 
und sie besteht aus zwei ginzlioh getrennten Mänteln, die 
in den Knotenpunkten zusammenhängen. Die Figor zeigt 
aoBerdem einige kreisförmige Krömmungslinien aus jeden« 
der baden Systeme. 




Flg. 68. 

Gehen wir zur Erzeugung der allgemeinen Dnpiiwdin 
Zyklide aus v<m einer Ringfläche, so haben wir die dm ; 
m&glichen Fälle zu unterscheiden, wo der Meridiankreis $» 
Achse in zwei reellen oder zwei imi^inären Punktai 
schneidet oder sie berührt, also r :^ a . Im ersten Falle hä 
die Ringfläche auf der Achse zwei reelle Knotenpunkte und 
ebenso die inverse Fläche in den entsprechendäi Punkten. 
Dieselbe, die sc^. Spindelzyklide (Fig. 54), besteht ans zwä 
ineinanderliegenden Mänteln, welche wieder in den Knotesh 
punkten zusammenhängen. An dem in der Figur wieder- 
^^ebenen Modell ist von dem äußeren Mantel der vierte 
Teil eatfemt, um den innem "NVaEftA Vt«i\i>AR^«a. Man he- 
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achte, wie die durch die Knotenpunkte gehenden Kreise in 
diesen von dem einen Mantel auf den anderen übergehen. 
Trifft der Meridtankreie die KotationBachse nicht, eo er- 
halten wiralB inverses Bild die „allgemeine BingzykHde" 
mit vier im^inären Knotenpunkten (f^- 55). Der TJber- 
gangsfall, wo die reellen Knotenpnnlrte zusammeafallen, 
bietet der Yorstellung keine Schwierigkeiten. 




139. Zu Flächen dritter Ordnung, welche den itna^- 
uären Kugelkreis noch einfach enthalten, den sog. „parabo- 
lischen Zykliden", gelangen wir dadurch, daß wir das In- 
versiouBzentnun auf der Rotationszyklide annehmen, indem 
dann die unendlich ferne Ebene ausscheidet. Hat die 
RotatioDszyklide zwei reelle Kooten, ao ergibt sich der in 
Fig. 56 dai^Btellte Typus. Durch das Inversionszentrum 
geht ein Meridian- und ein Parallelkreis. Diese gehen in 
zwei sich senkrecht kreuzende Gerade über, welche der 
Fläche angehören. Die eine enthält die beiden Knoten- 
punkte. Jede Ebene durch eine solche Gerade schneidet 
US der Fläche einen Kreis aus, von denen einige in der 
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^MÜ^QT eiogetiagen amd. Die zn diesen beiden Geradea 
VpskUele Ebene liefert mit der anendlich fernen Ebene eine 
m ochnittgerade, die ebenfalls der Fläche angehört 
■ Bilden wir dagegen die Rotationszyklide ohne reelle 

I Knotenpunkte invers ab, so nimmt die entsprechende para- 
' bolische Z^kÜde die Gestalt an, welche durch Fig. 57 ver- 
, «DBchaolicht wird. Zwei sich im Baume senkrecht kreuzende 
Gerade der FlSohe eigeben aicb wie im vorigen Falle. Die 
FISche enthält aber nodi zwei sich schneidende Gerade, 




deren Existenz durch folgende Überlegung bewiesen wird. 
Die Rotation szyklide mit imaginären Knotenpunkten besitzt 
noendlich viele doppelt berührende Tangentialebenen. Denken 
vir uns Fig. 58 aij S. 269 als einen Aufriß der RingflSche, 
10 wird eine solche Ebene durch eine der gemeinsamen inneren 
Ihngenten der beiden Meridiankreise, z. B. durch ^ als 
iweite Spur dargestellt. Jede derartige Ebene schneidet 
ns der Fläche aber wiederum zwei Kreise aus. In der 
Tat muß der Schnitt eine Kurve vierter Ordnung sein mit 
vier Doppelpunkten, zwei in den Berührungspunkten und 
iwei auf dem Kugelkreis, also zerfällt die Schnittkurve in 
iwei Kreise. Alle derart%en Ebenen umhüllen einen Kreis- 
k^l und bestimnien auf der Fläche eine weitere Do^^l- 
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schar von Kreisen derart, daß durch jeden Punkt der 
Flache noch zwei Kreise dieser Art gehen. Diese beiden 
Kreise gehören einer Kugel an, d. h. sie schneiden sich 
nochmal. Dies ergibt sich, wenn wir durch den einen Kreis 
eine Kugel legen, welche die Rotationszyklide in dem 
Punkte berührt. Diese Kugel schneidet aus der Zyklide 
dann noch einen Kreis aus. Die durch das Inversions- 
zentrum gehenden derartigen Kreise liefern die obigen Ge- 
raden der Fläche. Ejidlich folgern wir daraus noch, daß auch 
auf der allgemeinen Ringzyklide eine solche weitere Doppel- 
schar von Kreisen gelegen ist. 

Modelle dieser Flächen können durch Martin Schilling 
(Halle a. S.) bezogen werden. Die vorstehenden Zeichnungen 
sind mit Ausnahme von Fig. 55, die ein französisches Modell 
darstellt, nach Photographien dieser Modelle hergestellt. 
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§ 29. Die anallagmatisclieii Fl&chen und die aUgemelnen 

Zykllden. 

Erzeugung einer anallagmatischen Flächa 

140. Wir untersuchen endlich noch die Flächen, welche 
durch eine Inversion in sich selbst übergeführt werden. 
Moutard (1, 2) hat dieselben als „anallagmatische'' be- 
zeichnet. Der Inversionskugel kommt diese Eigenschaft zu, da 
sich jeder Punkt derselben selbst entspricht; weiter aber sahen 
wir bereits (116.), daß auch jede Kugel, welche die Inversions- 
kugel orthogonal schneidet, durch die Inversion in sich selbst 
transformiert wird. Aus Kugeln dieser Art lassen sich nun 
ganz allgemein alle anallagmatischen Flachen ableiten, in 
dem der Satz gilt: 
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Jede anallagmatische Fläche entsteht als Enve- 
loppe einer Kugel, welche stets die Inversionskugel 
oithogonal schneidet^ wahrend sich der Mittelpunkt 
dieser Kugel auf einer bestimmten Flache fort- 
bewegt. 

Denn ist P ein Punkt einer solchen Fläche^ so gehört 
zunächst auch der ihm in der Inversion entsprechende 
Punkt P' der gleichen Fläche an; unter all den Kugeln 
aber^ welche durch P und P' hindurchgehen^ gibt es eine^ 
welche in P die gegebene Fläche berührt; da aber der 
Nachbarschaft von P auch wieder die Umgebung des 
Punktes P' entspricht, so muß diese Kusel auch in P' die 
anallagmatische Fläche berühren. Läßt man P die Fläche 
beschreiben^ so wird sich der Mittelpunkt dieser doppelt 
berührenden Kugel auf einer gewissen Fläche bewegen; alle 
diese Kugeln treffen aber nach 116. die Inversionskugel ortho- 
gonal ^ womit unsere obige Behauptung bewiesen ist. Die 
vom Mittelpunkte der erzeugenden Kugel beschriebene 
Fläche heißt der Deferent (oder auch die Direktrix oder 
Fokalfläche) ^ die Inversionskugel kurz die ;,Leitkugel'^ Ist 
eine anallagmatische Fläche von der m-Ordnung, hat sie im 
Inversionsmittelpunkt einen /i-fachen Knotenpunkt und geht 
sie durch den Kugelkreis r-mal hindurch, so müssen die 
Zahlen m'^ fi% v' für die entsprechende Fläche die gleichen 
sein und die drei Relationen (1), (2) und (3), die wir in 94. 
im allgemeinen Falle ableiteten, liefern die nämliche Be- 
ziehung 

Die Ebene als Deferent. 

141. Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn wir den 
Mittelpunkt der erzeugenden Kugel eine Ebene beschreiben 
lassen. Dann gehört die Kugel stets einem Bündel an. 
Die Potenzachse des Bündels enthält die Mittelpunkte aller 
Kugeln des zugehörigen Orthogonalbüschels. Die Leitkugel 
und die Ebene sind zwei Individuen dieses Büschels, der 
also durch den reellen oder imaginären Schnittkreis der 
Ebene und der Leitkugel geht. Die Punktkugeln dieses 
Büschels liefern zwei Punkte 6?^ und G^ , durch welche alle 
Kugeln des Büschels hindurchgehen. Sie liegen symmetrisr' 
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zur Ebene und trennen die Inversionskugel harmonisch. 
Reell existieren sie, wenn die gegebene Ebene die Leitkugel 
nicht schneidet, und sie bilden dann die Enveloppe dieses 
Kugelbündels (vgl. Fig. 30 auf S. 80). 

Ziehen wir in der Ebene eine Gerade g und lassen den 
Mittelpunkt der variabeln Kugel auf ihr sich fortbewegen, 
während sie wieder gleichzeitig die weiter gegebene Leit- 
kugel orthogonal schneidet, so beschreibt diese Kugel noch 
ein Büschel. Der Grundkreis desselben liegt in der Ebene, 
welche durch den Mittelpunkt der Leitkugel normal zur 
Geraden g geht. Denn diese ist die einzige in dem Büschel 
enthaltene Ebene. Der Grundkreis ist reell, wenn die Ge- 
rade g die Leitkugel nicht triflRb. 

Diese Betrachtung können wir benutzen, um einzelne 
Punkte einer anaUagmatischen Fläche zu ermitteln. Denn 
ist irgend eine Fläche cp als Deferent gegeben und be- 
trachten wir eine Tangentialebene n derselben, welche in 
P berühren möge, so gehören alle zu P benachbarten 
Punkte von n der Fläche cp an. Die zu P und seinen 
Nachbarpunkten gehörigen Kugeln sind demnach Bestand- 
teile des Kugelbündels, welches die Ebene n bestimmt, d. h. 
sie gehen alle durch die Punktkugeln des Büschels, welches 
n mit der Leitkugel bestimmt. Dies sind also die Be- 
rührungspunkte der zu P gehörigen Kugel (P) mit der er- 
zeugten Fläche. Die erzeugende Kugel berührt folglich die 
Enveloppe in jeder Lage doppelt. 

Der Deferent wird femer die Leitkugel in einer ge- 
wissen Kurve schneiden: jeder Punkt derselben kann als 
eine Kugel vom Radius Null angesehen werden, welche die 
Enveloppe doppelt berührt, d. h. als ein Fokalpunkt (vgl. 109.), 
die ganze Schnittlinie von q) mit der Leitkugel ist also eine 
Fokalkurve für die erzeugte Fläche. Zusammenfassend können 
wir demnach bemerken: 

Die beiden Punkte, in denen die erzeugende 
Kugel (P) einer anaUagmatischen Fläche in irgend 
einer Lage diese letztere berührt, ergeben sich als 
die Grenzpunkte des Kugelbüschels, welches die 
Tangentialebene an den Deferenten im Mittel- 
punkte P dieser Kugel mit der Leitkugel bestimmt. 
Die anallagmatische Fläche ist auch der geome- 
trische Ort der Grenzpunkte in den sämtlichen 
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Eugelbiischeln , welche sich aus den Tan<)^ntial- 
ebenen des Deferenten in dieser Weise ableiten 
lassen. Die Schnittlinie des Deferenten mit der 
Leitkngel ist eine Fokalkurve für die anallagma- 
tische Fläche. 



Die allgemeinen Zykliden vierter und dritter 

Ordnung. 

142« Zu einer wirklichen Höllflächc gelangen wir 
demnach erst, wenn wir als Deferenten eine Fläche zweiter 
Ordnung wählen. Die auf diese Art entstehenden anallag- 
matischen Flächen vierter Ordnung haben Casey (3) und 
Darboux (4) in ihren grundlegenden Untersuchungen als 
allgemeine „Zykliden^^ bezeichnet. 

Wir gehen aus von vier Kugeln 

Ki^x^ + y^ + z^^2{aiX+hij+c,e)+p,=^0 (;=1,2,3,4) 
and bilden aus ihnen das Kugelgebüsch 

Als Leitkngel fuhren wir die Kugel ein, welche die sämi- 
iidien Kugeln dieses Gebüsches orthogonal schneidet. Die 
Größen hi können wir dann als homogene Koordinaten eines 
. Pnnktes deuten in bezug auf das Tetraeder M^ M^ M^ M^ 
der Mittelpimkte der vier gegebenen Kugeln (129.). Bezeichnen 

Z» Tfi Z» 

wir die Verhältnisse ^f jr> jt ^^^' ^^^ ^fVf^f so wird 

rC^ fC^ fC^ 

das Kugelgebüsch gegeben durch die Gleichung 

(1) F^ iE, + vK2 + CK, + K, = 0, 

wahrend wir die Gleichung des Deferenten in der Form 
annehmen 

(2) 9 = «n f2 + a22 ^2 + «33 C^ + 2 «12 f 17 + . . . + «44 = . 

Es ist also jetzt die Enveloppe von (1) zu bestimmen^ wenn 
zwischen den Parametern f , ?; , C die Gleichung (2) besteht. 
Denken wir uns vermöge der Beziehung (2) C als Funktion 
von f und rj ausgedrückt, so hätten wir nach der all- 
gemeinen YoTschnfb für die Bildung der Enveloppe die 
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Größen f und w aus den Gleichungen ^ = 0, -r- =* ^^ 
aus (1 ) zu eliminieren. Statt dessen bilden wir in unserem Falle: 

6F , dF dC 



öf 


' ö: 


^f 


Andererseits ist aber 






dq) 
BS 







Daraus folgt durch Elimination von 



0. 



Granz ebenso ergibt sich durch Differentiation nach t; 

Die Gleichungen (3) und (4) lassen sich aber ersetzen durdi 
die folgenden: 

dF dtp _dF ßcp _ dF d<p 

Wir haben also aus (1), (2) und den zwei Gleichungen (5) 
die Parameter { ^ i; ^ C zu eliminieren^ um die Enveloppe zu 
erhalten. 

Im vorliegenden Falle werden die Gleichungen (5) die 
folgenden: 

^1 K, 

«11 f + «12 »7 + «13 C + «14 «21 f + «22 »7 + «28 ^ + «24 

_ ^8 

«31 f + «32 ^ + «83 f + «34 ' 

Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert dieser Quotienten 
mit -r-f 80 nehmen diese Gleichungen die Form an: 

«11 f + «12^ + «13 C + «14 — -i JS'l = 
'6) «21 f + «22 ^ + «23 C + «24 — -^ J^2 == 

«81^ + «32'n + <H^t-v<^^\— ^k:^-=o . 



= 0. 
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.iM Um aber weiter an Stelle der Bedingung (2) eine lineare 
W Gleichung einzuföhren, multiplizieren wir (Üe Gleichungen (6) 
M der Keihe nach mit i, rj^ C und gewinnen daraus unter Be- 
W Autzung von (2) und (1) die neue Beziehung: 

Aus den Gleichungen (6), (7) und (1) aber können wir nun 
£, t] , Cy ^ eliminieren und bekommen 

«11 «12 «13 «14 ^1 

««1 ««2 «28 «24 -^2 

(8) «81 «82 «38 «34 ^3 

«41 «42 «43 «44 ^4 

Kl Jx2 Kg JLi 

Bezeichnet man die Unterdeterminante von aa mit (Xa, bo 
läßt sich diese Gleichung auch schreiben 

2(XaKiKi = (i , A = 1 , 2 , 3 , 4) 

oder auch als das symbolische Quadrat 

{Ki,K,,Kg,K,r^O. 

Die Fläche ist also von der vierten Ordnung. Aus der 
Form der Ki folgt aber weiter sofort^ daß diese Gleichung 
io den x, y, geschrieben folgende Gestalt annimmt: 

a (x^ + y« + gi)^ + {x^ + y^ + z^)'Li + I^==0, 

wobei a ein Zahleukoeffizient^ während Li ein linearer, L^ 
dn quadratischer Ausdruck in den x, y , z. Machen wir 
vermittels einer vierten Yariabeln u homogen, so ergibt sich 

a{x^ + y* + ^^y + {x'^ + y^ + js^) ' Liu + L^u^ ^ 

und daraus erkennt man nach bekannten Regeln, daß der 
unendlich ferne Kugelkreis 

x^ + y^ + z^^Oy t4-=0 

eine Doppelkurve für die Fläche ist 

Die Form (8) endlich zeigt uns noch folgendes: 
Nennen wir fi > f^ 5 fs ' ^4 ^^ Koordinaten einer Ebene in 
bezug auf das F.-Tetraeder MiMzMgM^, so erhält 
man die Gleichung des Deferenten in Ebenenkoordixxaten^ 
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wenn man die K^ durch die f^ ersetzt. Man kann also 
immer aus der einen Gleichung die andere ableiten. 

Durch Angabe des Deferenten und der Leitkugel ist 
die Zyklide vierter Ordnung bestimmt: die Fläche zweiter 
Ordnung hängt ab von neun^ die Leitkugel von vier wesent- 
lichen Konstanten; folglich enthält die Gleichung der Zyklide 
vierter Ordnung dreizehn wesentliche Konstante. 

Ist der Deferent keine Mittelpunktsfläche^ sondern ein 
Paraboloid, so berührt er die unendlich ferne Ebene. 
Gehen wir aus von der Gleichung einer Fläche zweiter 
Klasse, welche die vier Flächen des F.-Tetraeders berührt, 
so muß deren Gleichung sein 

(9) «12 fl ^2 + «18 fl fs + • . . + «84 ^8 fi =» . 

Werden aber die Punktkoordinaten als die Volumina der 
Pyramiden definiert, welche der betreffende Punkt mit den 
Flächen des F.-Tetraeders bildet, so ist die Einheitsebene 
die unendlich ferne Ebene (G. T. L 36.) und ihre Glei- 
chung wird 

^1 + ^ "T "'S T" ^4 = . 

Soll diese von der obigen Fläche zweiter Klasse berührt 
werden, so muß also sein 

(10) «12 + «18 + • • • + «84 = • 

Nehmen wir nun (9) als Deferenten, so wird nach der eben 
bewiesenen Regel die zugehörige Zyklide 

«12 ^i ^2 + «18 ^1 -^8 + • • • + «84 -^8 -^4 ^^ . 

Entwickeln wir diese Gleichung, so ist der Koeffizient von 
(x^ + y^ + z^)^ die obige Summe (10), so daß dieses Glied 
verschwindet und die Gleichung in die folgende übergeht 

wo Li und Lg Funktionen vom ersten bzw. zweiten Grade. 
Wir erhalten eine Fläche dritter Ordnung, die allgemeine 
parabolische Zyklide, welche den Kugelkreis noch einfach 
enthält. Das Gesamtergebnis ist also folgendes: 

„Die anallagmatische Fläche mit einer Mittelpunkts- 
fläche zweiter Ordnung als Deferenten, die allgemeine 
Zyklide, ist von der vierten Ordnung und hat den 
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Kngelkreis zur Doppelkarve; ihre Gleichung kann 
als eine homogene, quadratische Funktion von vier 
beliebigen Kugelgleichungen geschrieben werden. 
Ersetzt man die Ausdrücke für die Kugeln durch 
die Ebenenkoordinaten^ so erhält man die Gleichung 
des Deferenten in Ebenenkoordinaten ^ bezogen auf 
das Tetraeder der vier Kugelmittelpunkte, um- 
gekehrt kann man aus der Gleichung des Deferenten 
die der Zyklide ableiten, wenn man die f^ durch 
die Ki ersetzt Die ZjkUde hängt ab von 13 will- 
kürlichen Konstanten. Ist der Deferent ein Para- 
boloid; so wird die zugehörige ZjkUde von der 
dritten Ordnung und sie hat den Kugelkreis noch 
zur einfachen Kurve." 

Gehen die vier Kugeln Ki durch einen Punkt, so gilt 
das gleiche von allen Kugeln des aus Urnen gebildeten Ge- 
büsches. Die entstehende Zyklide geht über in die Fuß- 
punktfläche einer Fläche zweiter Ordnung (vgl. S. 89). 

£iner beliebigen Fläche zweiter Ordnung entspricht in 
einer Inversion eine Zyklide mit einem Knotenpunkt im 
Iiiversionsmittelpunkt. Die weiteren speziellen Fälle sind 
bereits 118. erwähnt. 

Der Spezialfall der Dupinschen Zykliden. 

143. Es mag hier gleich der Grenzfall erwähnt werden, 
der sich ergibt, wenn der Mittelpunkt der erzengenden 
Kugel sich statt auf einer Fläche zweiter Ordnung auf 
einem Kegelschnitt bewegt. Gehen wir nun aus von drei 
Kugeln ^, = (i = 1 , 2 , 3) und bilden aus ihnen den 
Bündel 

\ Kl + Äg K2 + Jcq Kq = . 

Die Mittelpunkte der Kugeln desselben erfüllen die Ebene 
ilfj M2 Jtfg . Die Parameter A, können wieder als Flächen- 
koordinaten in bezug auf das F.-Dreieck Jfj M^ M^ gedeutet 

Je Je 

werden. Setzen wir ^ = f , -^=^rj ^ so haben wir die En- 

veloppe der Kugel 

^Ki+rjK. + K.^O 
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zu bestimmen, wenn zwischen den f und 17 eine Beziehung 
besteht 

«11 f* + 2a22 f 17 + . • . + «88 = , 

welche den in der Ebene M^ M^ M^ gelegenen Kegel- 
schnitt darstellt. Durch Wiederholung der soeben durch- 
geführten Betrachtung oder auch auf Grund der schon in 42. 
gegebenen Ableitung finden wir für diese Enveloppe die Glei- 
chung 



a 



11 



a 



12 



a 



18 



«21 

«81 



«22 «28 

«82 «38 

Ä9 Äj 



Kl 

K. 



2 



8 







= 



oder 



2oiiiKiKi = 0, (t,A = l,2,3) 



die auch symbolisch 

geschrieben werden kann. Auch diese Fläche ist von der 
vierten Ordnung und hat den Kugelkreis zur Doppelkurve. 
Dagegen hat sie^ im Unterschied zu den allgemeinen Zykliden, 
die beiden Punkte, welche den drei Kugeln Ki = gemein- 
sam sind, zu Knotenpunkten, wie aus der Form der Glei- 
chung ohne weiteres zu ersehen ist 

Diese Flächen sind identisch mit den schon behandelten 
Dupinschen Zykliden (vgl. 136.), die wir durch Inversion aus 
der Bingfläche und dem Umdrehungskegel ableiteten. Um 
dies zu beweisen, sehen wir zunächst zu, wie sich die Bing- 
fläche in der soeben erwähnten Art erzeugen läßt. Ist g 
die Botationsachse der Bingfläche und wählen wir auf ihr 
beliebig einen Punkt G als Zentrum eines Kreises, der die 
in irgend einem Meridian liegenden Kreise orthogonal 
schneidet (Fi^. 58), so beschreibt dieser Kreis bei der Bo- 
tation eine Kugel und die Bingfläche wird auch erzeugt, 
indem man eine Kugel vom gleichen Badius r wie der er- 
zeugende Kreis sich so bewegen läßt, daß ihr Mittelpunkt 
den Kreis mit dem Badius a und dem Mittelpunkt N be- 
schreibt, während sie die obige Kugel stets orthogonal 
<*.hneidet. Es ist also der Def erent für die Bingfläche ein Kreis. 
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Wählen wir nun irgendwo ein Zentrum einer Inversion, 
legen durch parallel zur Rotationsachse g die Z- Achse, 
die X-Achse durch senkrecht zu g, die F- Achse durch 
O senkrecht zur Ebene (Og) und hat der Punkt N die Ko- 
ordinaten (Xfy,9oist der Deferentenkreis gegeben durch die 
Oleichungen 

(ar — «)* + y* = a* , ^ = y . 

£ine Kugel vom Radius r 

x^ + y^ + z^ - 2(Äx + By + Cg) + P == y 
wobei 

P = ^« + B« + C2 - r« , 

Z 

9 








ö* ^ 



Fig. 68. 



ist in der die Ringfläche erzeugenden Reihe enthalten, wenn 
ihr Mittelpunkt auf dem Deferentenkreis liegt, wenn also 

oder 

(11) ^2 + ^ = a« - «2 + 2 a ^ 

und außerdem 

C=y. 

Die obige Kugel geht durch die Inversion über in die andere 

P(a;« + y» + z^) -'2h{Äx + By + C0) + h^ = O 
und ihr Mittelpunkt hat die Koordinaten 



X 



hA 



y 



JcB 



z = 



ky 
■p • 



_j- 
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Es ist nun 

P= ^» + 52 + C^ - r2 = a2 — a2 — r« + 2 a J. 

oder 

P=Z2 + 2a^, 
wobei 

^2 = «2 — a2 — r . 

Demnach nehmen Xy yy z die Werte an 

TcA kB ^ ky 

^~~ l^ + 2(xA' ^~/^ + 2a^' ^~ P + 2(X^ • 

Da aber zwischen Ä und B die obige Gleichung (11) besteht^ 
so stellen diese Gleichungen einen Kegelschnitt vor und er 
ist der Ort für die Mittelpunkte der entsprechenden Kugeln. 
Der Radius B der Kugel ist gegeben durch 

2 _ ^'(^' +B^ + C^-P) _ Ä;2y« 

P2 l^ + 2(xA • 

Dieser Kegelschnitt ist also der Deferent für eine Kugel, 
welche die der Kugel (G) entsprechende stets orthogonal 
schneidet^ und damit ist die obige Erzeugung der Flache 
nachgewiesen. Wir sehen auch, daß es bei den Dupinschen 
Zykliden nicht bloß eine Leitkugel gibt, sondern unendlich 
viele, welche ein Büschel bilden. 

Die unendlich fernen Punkte des Kegelschnitts ent- 
sprechen den Werten von Ay welche sich aus 

P-\'2(kA^0 

ergeben. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel, wenn in der 
Beihe der Kugeln, welche die Bingfläche erzeugen, zwei 
vorhanden sind, die durch den Koordinatenanfang gehen. 
Diese werden nämlich dann in Ebenen übergeführt, d. h. in 
Kugeln von unendlich großem Radius und mit unendlich 
fernem Mittelpunkt Das tritt ein, wenn im Innern der 
Ringfläche gelegen ist. Liegt außerhalb der Ringfläche, 
so ist der Deferent eine Ellipse. Geht die Ringfläche durch 
hindurch, so hat der Deferent einen unendlich fernen 
Punkt, ist also eine Parabel und die Zjklide ist (vgl. 139.) 
eine parabolische. 

144. Haben wir endlich im speziellsten Falle einen 
Umdrehungskegel, dessen Achse g wieder parallel zur 



§ 29. Die aiiallagmatisohen FlAohen und die allgem. Zykliden. 271 

^- Achse in der XZ-Ebene gelegen sei, und sind jx ^y die 
Koordinaten der Spitze des Kegels, während 6 der Offiiungs- 
winkel desselben, so kann der Kegel durch eine Kugel ep- 
zengt werden, deren Mittelpunkt sich auf der Achse des 
K^els fortbew^t E[at in irgend einer Lage der Mittel- 
punkt einer solchen Kugel die Koordinaten o^, c, so ist ihr 
Radios Jß g^eben durch 

jB = (y — c)«8ind . 

Die Kugel schneidet jede durch g gehende Ebene ortho- 
gonal. Die Gleichung der Kugel mit dem Mittelpunkte (x, , c 
wird also 

a?* + y* + ^* — 2aa; — 2c£f + «» + c« — (y — c)«.sin«i = 0. 
Ihr entspricht in einer Inversion die andere Kugel 
[a« + c« — (y — c)*sinM](ar«+y«+jp»)-2*(aa? + c^) + Ä;2 = 
und ihr Mittelpunkt hat die Koordinaten 

hcc ^ kc 



a*H-c»— (y— c)«sin2d ' ^ ' a«+c»-(y— c)«sin»a ' 

Für c als variabeln Parameter erfüllen diese Mittelpunkte 
wieder einen Kegelschnitt in der XZ-Ebene. Derselbe geht 
in diesem besonderen Falle allerdings durch den Koordinaten- 
anfang und durch den Punkt, welcher der Kegelspitze ent- 
spricht; also durch die beiden reellen Ejiotenpunkte der 
Fläche. Der Ebenenbüsohel mit der Achse g wird in einen 
Kugelbüschel transformiert und jede Kugel desselben kann 
als Leitkngel benutzt werden. Es hat sich mithin gezeigt: 

Die Dupinschen Zykliden haben als Deferenten 
einen Kegelschnitt, der für die parabolische Zyklide 
eine Parabel ist. Die Leitkugeln bilden ein Büschel. 

Kreissjsteme auf der Zjklide^ Doppeltangential- 
ebenen. 

145. Kehren wir wieder zurück zu der allgemeiüen 
Zyklide^ deren Deferent eine beliebige Fläche zweiter Ord- 
nung ist Wir wollen annehmen, dieselbe sei ein ein- 
schaliges Hyperboloid. Durch einen Punkt P derselben 
gehen in der Tangentialebene zwei Erzeugende g und h der- 
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selben. Lassen wir den Mittelpunkt der erzeugenden Kugel 
auf g und h fortrücken, so bilden die entsprechenden 
Kugeln je ein Büschel nach 141. und die Grundkreise E^ 
und Kk beider Büschel li^n auf der Zyklide. Da beide 
Kreise dem Kugelbündel angehören, welches die Tangential- 
ebene bestimmt, so müssen Kg und Kk die Leitkugel ortho- 
gonal schneiden und ihre Ebenen gehen durch deren Mittel- 
punkt Die Eum Punkte P gehörige erzeugende Kugel 
enthält diese beiden Kreise und die Berührungspunkte 
dieser Kugel mit der Zyklide sind die Schnittpunkte der 
beiden Kreise. Dieselben liegen nach 141. auf der Senk- 
rechten, welche vom Mittelpunkte auf die Tangentialebene 
gefallt werden kann. 

Der Schnitt der Kugel (P) mit der Zyklide ist im 
ganzen eine Kurve achter Ordnung. Da aber durch den 
Kugelkreis die Kugel einfach, die Zyklide zweimal hin- 
durchgeht, so bleibt außer dem Kugelkreise noch eine Kurve 
vierter Ordnung; die beiden Kreise Kg und Kk liefern dem- 
nach den vollständigen, im Endlichen gelegenen Schnitt der 
Kugel {P) mit der Zyklide. 

Die zwei Scharen von Erzeugenden g und h des De- 
ferenten liefern mithin zwei Systeme von Kreisen, die auf 
der Zyklide gelegen sind. Wenn femer der Deferent er- 
zeugt werden kann, indem man die Erzeugende g sich so 
bewegen läßt, daß sie stets die drei Erzeugenden &, Wj W 
der anderen Schar schneidet, so erhält man die Zyklide, 
wenn man von drei Kreisen K^, Ki(, Kjl ausgeht, die in 
Ebenen durch liegen und die Leitkugel orthogonal treffen 
und nun einen Kreis Kg sich so bewegen läßt, daß er jeden 
dieser drei Elreise zweimal schneidet. 

Liegt P im Unendlichen, so berührt die Tangentialebene 
dieses Punktes gleichzeitig den Asymptotenkegel der Fläche 
längs der Erzeugenden PJIf, wenn M, der Mittelpunkt der 
Fläche zweiter Ordnung, und sie schneidet aus der Fläche 
zwei parallele Erzeugende g und h aus. Die zum Punkte P 
gehörige Kugel geht in die Ebene über, welche durch den 
Mittelpunkt der Leitkogel normal zu PM gelegt werden 
kann. Diese Ebene enthält auch wieder die beiden Kreise, 
welche den Geraden g und Ä entsprechen und deren Schnitt- 
punkte auf der durch auf die Tangentialebene gefüllten 
Senkrechten liegen müssen. Es berührt daher diese Ebene 
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die Zjklide in den Schnittpunkten der beiden Kreise, sie 
ist eine doppelt berfihrende oder Doppeltangentialebene; die 
Senkrechte aber, welche die Berührungspunkte enthält, ist 
eine Doppeltangente der Flache. 

Nimmt P alle möglichen Lagen auf dem unendlich fernen 
Schnitt des Deferenten an, so beschreibt JlfP den Asymptoten- 
kegel und die zu MP normale Ebene durch umhüllt einen 
Kegel zweiter Ordnung. Zufolge der gleichen reziproken Zu- 
ordnung entspricht dann aber einer Tangentialebene des Asjrm- 
ptotenkegels die von auf sie gefällte Senkrechte und diese ist 
eine fj-zeugende dieses Kegels. Wir erhalten demnach durch 
einen Kegel zweiter Ordnung, gebildet von Doppeltangential- 
ebenen, dessen Erzeugende Doppeltangenten der Flache sind 
und erkennen: 

Alle die Zjklide erzeugenden Kugeln berühren 
die Fläche doppelt und haben mit ihr zwei Kreise 
gemein, welche durch die beiden Berührungspunkte 
gehen. Die Zyklide kann auch erzeugt werden 
durch einen Kreis, der drei andere Kreise je zwei- 
mal schneidet. Die Ebenen dieser drei Kreise gehen 
durch den Mittelpunkt der Leitkugel und schneiden 
diese orthogonal. Im Mittelpunkte der Leitkugel 
existiert ein Kegel zweiter Ordnung, der umhüllt 
wird von Doppeltangentialebenen der Zyklide, während 
seine Erzeugende die Zyklide doppelt berühren. Jede 
dieser Doppeltangentialebenen schneidet die Zyklide 
nach zwei Kreisen, deren Schnittpunkte auf einer 
Elrzeugenden des Kegels liegen. 

Weitere Formen der Gleichung der Zyklide. 

146, Es ist nun auch m6glich, die Gleichung der Leit- 
kugel Jlq auszudrücken durch die Ausdrücke Ki auf Grund 
folgender Überlegung: nehmen wir Kq selbst als Deferenten, 
so schrumpft jede erzengende Kugel in einen Punkt zu- 
sammen, wir erhalten K^ selbst, doppelt gerechnet, als er- 
zengte Fläche. Die Gleichung der Orthogonalkiigel haben 
wir aber in (12) auf S. 241 aufgestellt Um dieselbe in 
Ebenenkoordinaten zu bekommen, muß die Determinante 
der Form mit den f^ gerändert werden. Ersetzen wir die f,- 
durch die Kij so erhalten wir die entsprechende Zyklide: 

Doehlemann, Geometrische Transformationen. IL 18 
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(12) 



rl rjrg cos Öi2 r^^r^cosOiQ r^r^cosO^^^ K^ 

rgricosögi r\ r^rgcosögg r2r4CosÖ24 K^ 

rgr^cosög^ K^ 



A.2 














rgricosößi rgr^cosöga 
r^r^QO^d^^ r4r2C08Ö42 r4r3CosÖ43 

Kl K2 As 

und diese Gleichung muß wesentlich^ d. h. bis auf einen 
eventuellen Zahlenfaktor^ das Quadrat von K sein. 

Dividieren wir aber in der obigen Determinante die 
erste Zeile mit r^ , die zweite mit r, usf., femer die erste 
Kolonne mit r^ , die zweite mit rg usf., so ergibt sich 
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Nehmen wir an, daß die vier Kugeln Ki = einander 
paai'weise orthogonal schneiden^ so daß Oa = 90®, so vei> 
einfaoht sich die Gleichung wie folgt: 
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Bezeichnen wir mit fi einen Zahlenfaktor, so wird also 

v^ tr^ ir^ tr^ 



rj Tj Tg r^ 



Dies ist aber eine Identität, die für jedes Wertsjstem x, y, z 
erfüllt sein muß, und wir bestimmen ^ , indem wir an Stelle 
von x^y^e den Koordinatenanfang mit den Koordinaten (0,0,0) 
setzen. Dann ist 

Ko{0, 0, 0) = -r^, Z,(0, 0, 0) = rj , 
folglich 

Addieren wir aber zu der Gleichung 



r? rij rs rj 



beiderseits — ^ , so erhalten wir 

Ir? ^ r? "^ li "^ ri "^ f^J"" f^ "^ rf"^ ^2 "^ ^i "^ rj* 

In dieser Beziehung treten rechts alle fünf Kugeln ganz 
symmetrisch auf, was ja auch geometrisch zu erklären ist 
m muß also gelten für jede Anordnimg, d. h. es könnte 
links statt Kq auch ein Kt stehen. Daraus würde aber Kq = Kt 
%en, was unmöglich ist. Folglich muß sowohl die rechte 
Seite als auch der Faktor links identisch verschwinden 
iißd man hat 

jn ir^ tn jn TT'i 

(13) ^ + ^ + ^ + i^ + ^=.() 

rg r J fi rl ri 
sowie 

n ri ri ri ri 

Die Gleichung (13) liefert folglich die Leitkugel, dar- 
gestellt durch die vier Kugeln Ki, die aber noch überdies 
<^]e zweien sich orthogonal schneiden; Gleichung (14) gibt 
& Beziehung zwischen den Radien von fünf solchen paar- 
^^ oiibogonaleD Kugeln und läßt erkenneti^ ^l^ ta^dX» ^^ 
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Radien reell sein können, daß vielmehr mindestens eine 
Kugel einen imaginären Radius haßen muß. 

Denken wir uns jetzt die Leitkugel Kq und den De- 
ferenten 99 als eine Fläche zweiter Ordnung gegeben. Da- 
durch ist die Zyklide bestimmt Die Kugel Kq und die 
Fläche zweiter Ordnung bestimmen aber ein gemeinsames 
Polartetraeder; jede Ecke desselben kann als Mittelpunkt 
einer Kugel genommen werden, welche Kq orthogonal schneidet 
Diese vier Kugeln seien ^^ = {i = l, 2 , 3 , 4) und wir 
können sie benutzen, um durch sie das Gebüsch darzustellen, 
für welches Kq die Orthogonalkugel ist. Dann muß aber 
der Deferent in der Form erscheinen: 

und in Ebenenkoordinaten 
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Ersetzen wir die f< durch die Ki^ so ergibt sich für die 
erzeugte Zyklide 

(15) ail£^+a22Zl + öt8sZS + Ä44Zl = 0, 

wobei 

Ä« = at dl dtn . 

Die Gleichung der Kugel Kq muß ebenfalls als eine 
Summe von Quadraten erscheinen, also (129.) in der Form 

rm + rlkl + rlkl + rlJcl = 0. 

Daraus folgt, daß da = 90 , d. h. daß die vier Kugeln Kt sich 
paarweise orthogonal schneiden; folglich gilt wieder die obige 
Beziehung (13). Setzen wir jetzt der Einfachheit wegen 
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K? + K? + K| + Kl + Kl = . 
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Die Gleichuiig der Zyklide kann dann nach (15) zunächst 
geschrieben werden: 

(17) a, K? + o, Ki + a, KJ + 05 Ki - . 

Addiert man die Identität (16) dazu^ so erhalten wir die 
andere Form 

: (18) hKl + h,Kl + b^Kl + WKl + hKl^O. 

Eb folgt also: Die Gleichung einer Zyklide kann entweder 
in der Form (18) geschrieben werden als eine Summe der 
Quadrate der Gleichungen von fQnf Kugeln, die sich alle 
paarweise orthogonal schneiden und zwischen deren Gleichungen 
die Identität (16) besteht oder auch in der Form (17)^ wo 
bloß vier dieser Ausdrücke vorkommen. 

Die Richtigkeit dieser Ableitung läßt sich nachträglich 
durch Abzählen der Konstanten dartun. In der Tat ent- 
hält die Gleichung (17) wegen der vier auftretenden Kugeln 
sechzehn Konstante^ wozu noch die drei wesentlichen Zahlen- 
koeffizienten der Gleichung kommen. Da sich je zwei der vier 
Kugeln orthogonal schneiden, so existieren sechs Bedingungs- 
gleichungen; dies liefert 16 + 3 — 6 = 13 beliebige Konstante, 
wie es der Fall sein muß (vgl« 142.). Die Form (18) aber 
enthält w^en der fünf aufti:«tenden Kugeln 5 • 4 + 4 «= 24 
Konstante; außerdem bestehen infolge der Orthogonalität der 
ffinf Kugdn zehn Relationen^ wozu noch (14) hinzukommt 

Die Inversionen, welche eine Zyklide in sich 

überführen. 

147. Wir haben schon durch die Bezeichnung vermittels 
der K^ zum Ausdruck gebracht, daß zwischen der Inversions- 
kugel Ko und den Kugeln Ki kein Unterschied besteht Es 
kami folglich auch jede der fünf Kugeln K^ als Inversions- 
kugel gewählt werden, während man die vier übrigen be- 
nutzt, das Grebüsch zu bestimmen. Immer wird die betreffende 
Inversion die Zyklide in sich selbst überführen. Nennen wir 
die Mittelpunkte der Kugeln K^ bzw. Mi, so gibt es also 
fünf Inversionen dieser Art Außer dem schon eingeführten 
Deferenten erhalten wir noch vier andere, auf denen sich die 
Mittelpunkte der erzeugenden Kugeln in den vier anderen 
FSÜea fortbew^en. 

Zwischen diesen fünf Mittelpunkten besteht ein einfacher 
geometrischer Za^mmeniiang. Betrachten mt ^t^^ di&&^^\x^- 
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eder M^ M» M^ M^ und fallen von M^ die Senkrechte h auf 
die Ebene M^ M^ M^ . Die Polarebene des Punktes M^ ist 
die Ebene M^ M^ M^ , die Polarebene des unendlich fernen 
Punktes von h ist die Ebene, welche durch den Mittelpunkt 
der Kugel (Jfg) normal zu h gelegt werden kann, also parallel 
zur Ebene M^ Jfg Jfg verläuft. Daraus folgt, daß die zu i 
konjugierte Gerade oder Polare im Unendlichen liegt und 
das gleiche ergibt sich für die anderen Höhen des Tetra- 
eders Ml M2 -M3 M^ . Die seinen Höhen entsprechenden Ge- 
raden liegen mithin in der unendlich fernen Ebene, also 
müssen die vier Höhen selbst sich in einem Punkte, dem 
Pole derselben, d. h. im Mittelpunkte ilfg der Kugel, be- 
gegnen. Jfj ist der Schnittpimkt der vier Höhen des 
Tetraeders M^ Jf, Jf, M^ und analog für die andern 
Tetraeder. 

Durch jeden der Punkte Mi geht folglich auch (vgl. 145.) 
ein Kegel zweiter Ordnung, umhüllt von den Doppeltangential- 
ebenen und mit Doppcltangenten der Zyklide als Erzeugenden. 
Kummer hat für die allgemeine Fläche vierter Ordnung mit 
Doppelkegelschnitt gezeigt, daß alle doppelt berührenden 
Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus der Fläche ausschneiden, 
fünf Kegel zweiter Ordnung umhüllen, die nach ihm als 
die Kummer sehen Kegel bezeichnet werden. Durch irgend ^ 
einen Punkt im Räume gehen demnach zehn Ebenen, welche - 
die Zyklide nach Kreispaaren schneiden. Es sind dies die 
Tangentialebenen an die genannten Kegel. Zusammenfassend 
bemerken wir endlich noch: 

Es gibt fünf Inversionen, welche eine allgemeine 
Zyklide in sich überführen, und die Zyklide kann 
auf fünffache Art durch eine Fläche zweiter Ord- 
nung als Deferenten und eine Leitkugel erzeugt 
werden. Die fänf Mittelpunkte dieser Inversionen 
liegen so, daß das aus vieren derselben gebildete 
Tetraeder den fünften zum Höhenschnittpnnkte hat 
Jeder der Inversionsmittelpunkte tragt einen Kegel 
zweiter Ordnung, dessen Tangentialebenen die Zyklide 
je nach zwei Kreisen schneiden, also doppelt be- 
rühren und dessen Erzeugende Doppeltangenten der 
Zyklide sind. Durch irgend einen Punkt im Kamnc 
gehen zehn Ebenen, ^reiche aus der Fläche Kreis- 
paare ans8c\me\den. 
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Die Zykliden haben zahlreiche weitere elegante Eigen- 
schaften: die fünf Deferenten der gleichen Zyklide sind kon- 
fokal; man kann aus den Zykliden ein Orthc^nalsystem 
bilden derart^ daß solche konfokale Zykliden sich in ihren 
Erümmungslinien durchschneiden usf.; in betreff weiterer 
Ausführungen muß auf die schon zitierten Arbeiten von 
Casey und Darboux verwiesen werden. Eine Klassifikation 
der Zykliden hat Loria [(3) auf S. 250] durchgeführt, indem 
er die Eigenschaft benutzte ^ daß die Punktkugeln eines 
quadratischen Kugelkomplexes eine solche Fläche bUden. Man 
hat also dann zur Bestimmung der Zyklide einerseits die 
Gleichung zweiten Grades in den Koordinaten Xi (vgl. S. 248) 

a^r) = , 

nnd andererseits die quadratische Bedingung 

Hzx = , 

welche aussagt^ daß der Radius der Kugel verschwindet Da- 
mit sind aber die Voraussetzungen gegeben, um die Weier- 
straßsche Theorie der Elementarteiler (G. T. 1 170. S. 182) 
auf die Untersuchung dieser Flächen anwenden zu können. 
Segre (5) vervollständigte diese Untersuchungen und gab 
auch eine gute Übersicht der vorhandenen Literatur. Er 
zeigte, daß von den achtzehn Typen, welche Loria aufstellte, 
nur zehn wirklich existieren. 
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§ 30. Die Methode der elektrischen Bilder. 

Definition der elektrischen Bilder. 

148. Wenn wir im folgenden eine Anwendung der In- 
version in der mathematisclien Physik erwähnen, so kommen 
wir damit auf die Geschichte dieser Abbildungsmethode über- 
haupt zurück. Schon Plücker (1) gab in einer vom Ende 
Oktober 1831 datierten Abhandlung den Grundgedanken der 
Transformation durch rezi|)roke Radien, indem er zu einem 
Kreise und zu einer Geraden die inversen Bilder bestimmte 
und damit Sätze über Gerade und Kreise in andere über Kreise 
übertrug. Wohl unabhängig davon hat W. Thomson (2, 3, 4) 
gelegentlich der Behandlung gewisser Aufgaben der Physik 
(1845) die Transformation durch reziproke Radien angewandt 
und als das ^^Prinzip der elektrischen Bilder^^ bezeichnet. 
Unter Benutzung der BegriflTe „Potential" und ^Niveaufläche" 
gelangt man zu demselben in folgender Weise: 

In einem gleichförmigen, dielektrischen Medium von un- 
endlicher Ausdehnung mögen sich zwei Punkte A und A* 
befinden mit den Elektrizitätsmengen 6 und c'. Dann ist 
das Potential irgend eines Punktes P, der von A und A' 
die Abstände p und p' besitzt, bekanntlich 

(1) F=- + 4. 

Erteilen wir V einen konstanten Wert^ so beschreibt P 
eine Fläche gleichen Potentials oder eine Niveaufläche. Greifen 
wir diejenige unter diesen Flächen heraus, für welche F = 
ist und setzen wii* weiter voraus, daß die in A' befindliche 
Elektrizitätsmenge das entgegengesetzte Vorzeichen habe wie 
die in A, setzen wir also 6 = c, 6'==— c', so wird für 
diese Fläche 

^^^ p' e' 

und dies ist eine Kugel, da jede Ebene durch die Ver- 
bindungslinie AA' als Schnitt einen Kreis liefert; derselbe 
m^e in C und D der Linie AA' begegnen und sein Radius 
Bei =ro, sein MiitelpuiALt V^\%.^^V ^N&^xßäsiÄ G und D 
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K^en haroKMiiBüh zu. Ä und A\ Nun koiineu wir uns die 
Kugelflache durch eine metallene Kugelschale ersetzt denken, 
die durch einen dünnen Draht zur Erde abgeleitet ist. Auf 
der Kugel haben wir dann immer noch das Potential Null, 
aber die Elektrizität wird sich auf ihr veileilen, wie es der 
von den Punkten Ä und Ä^ ausgeübten Influenz oder In- 
duktion entspricht Das Potential in irgend einem Punkte 
des Raumes, sowohl innerhalb wie außerhalb der Kugel, also 
auch die elektrische Wirkung im ganzen Räume wird durch 
diese materielle Kugel nicht geändert. 



I^.^^' 




Fig. 68. 

Entfernen wir jetzt den Punkt Ä\ so wird das Potential 
inn erhalb der Kugel überall den Wert Null annehmen, während 
sich außerhalb der Kugel nichts ändert (Greenscher Satz). 
Dann können wir aber folgendes behaupten: Wird eine Kugel- 
schale von einem außerhalb derselben gelegenen Punkte A 
influenziert, so ist in bezug auf außerhalb der Kugel gelegene 
Punkte die Wirkung dieser Kugelschale in Verbindung mit 
der des Punktes Ä gleich der Wirkung des Punktes Ä^ wieder 
in Verbindung mit der des Punktes A. Es ist also die 
Wirkung der Kugel durch diejenige des innerhalb derselben 
^gd^enen Punktes A^ ersetzt woiden. 

Hat man andererseits einen Punkt A\ der innerhalb 
emer Schale gelegen dieselbe influenziert, so kann in bezug 
auf innerhalb der Kugel gelegene Punkte dessen Wirkung 
zusammen mit deijenigen dieser Kugel ersetzt werden durch 
die TVirkung des außerhalb der Kugel gelegenen Punktes A 
in Verbindung mit der des Punktes ^ . 

In Analogie mit den virtuellen Bildern der Optik nennt 
mm Thomson jeden der Punkte A und A^ das ^^elektrische 
Bild** des Andern in bezug auf die Kugd, 
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149« A und A' entsprechen einander in einer Inversion^ 
für welche der Mittelpunkt ist. Sind R und B/ zwei andero 
entsprechende Punkte, so besteht also die Beziehung 

OA . OA' ^OR'OR^Jc = rl. 

Das Verhältnis der in A und A' konzentrierten Massen e 
und e^ können wir durch den Radius Tq der Inversionskugel 
ausdrücken. Errichten wir in A' die Senkrechte, welche in P 
den Kreis treffen möge, so ist wegen der Ähnlichkeit der 
Dreiecke AA'P und A'OP, wenn ^P=r, A'P=r' 

Tt, AO r e 



also 
(3) 

Dadurch ist also die elektrische Masse bestimmt, welche in 
dem Punkte A' anzubringen ist, wenn der Punkt A die 
Masse e trägt. Hat man irgend eine endliche Masse m, so 
wird man zu jedem einzelnen Massenteilchen, das in einem 
Punkte konzentriert gedacht wird, das entsprechende ermitteln 
können, und man erhält so eine entsprechende Masse fn\ 
das elektrische Bild der ersten. 

Auch die Dichtigkeiten, welche in der abgebildeten 
Figur vorhanden sind, ergeben sich ohne weiteres, wenn wir 
die Formehl (14) (15) (16) auf S. 213 und 216 benutzen, 
welche in der Transformation durch reziproke Eadien zwischen 
entsprechenden Linien-, Flächen- und Raumelementen bestehen. 
Bezeichnen wir nämlich pait k, q, o bzw. eine Linien-, Flächen- 
oder Baumdichtigkeit, während dm eine lunendlich kleine 
Masse sein möge, die in dem Linien-, Flächen- oder Baum> 
Clement verteilt ist, so ist 

__ dm dm ^ dm 

ds ^ d(o ' dv 

Nun ist z. B. die Liniendichte q' im entsprechenden Ele- 
mente ds' gegeben durch 

,_ dm' 
^ ~^~dF ' 
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dm' 
dm 



n 



r 



Daraus findet man 







w 



: 



r' n, 



und ebenso 



= 7750= ..1 L> 







o = 



^0 



i 



•o 






Endlich erörtern wir noch den Zusammenhang, der zwischen 
dem Potential V einer gegebenen Masse m für irgend einen 
Punkt P und dem Potential F' der transformierten Masse m' 
in bezug auf den entsprechenden Punkt P' besteht. 

Greifen wir irgend einen Punkt Ä der einen Masse 
heraus, in dem sich die Masse dm befinden möge, während 
im entsprechenden Punkte Ä' die unendlich kleine Masse dm' 
konzentriert ist, sind femer v und ?/ die Potentiale dieser 
Massenpunkte in bezug auf P und P% so bestehen die Be- 

^^^* dm : dm' = AO : r^ = r^^ : A'O 





dm 


dm' 






'" AP' ' 


A'P' 


t 


und daraus 

V : v' 


dm A'P' 
dm' AP 


AO 

»•0 


A'P' 
AP 


Da aber AP^O 


^AP'A'O, sc 


) ist 






A'P' 


A'O 






AP 


PO 




und damit 


, V'PO 

V 







P'O 

Diese Ausdrücke enthalten aber die Entfernungen der 
Punkte P und P' von A und A' gar nicht mehr, also gilt 
auch für die Gesamtmassen m und m' die Belation 



(5) 



F' = 



r-PO V' ro 



i 
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Einige Anwendungen. 

150. Thomson hat von der Methode der elektrischen 
Bilder zahlreiche Anwendungen auf Probleme der Elektrizitats- 
lehre, Wärmeverteilung usw. gemacht; einige ein&che Bei- 
spiele mögen davon einen Begriff geben. 

Denken wir uns zunächst eine irgendwie mit elektrisdier 
Masse belegte Kugelschale. V sei das Potential derselben 
in bezug auf irgend einen im Innern derselben gelegenen 
Punkt P. Benutzen wir die Kugel und ihren Mittelpunkt 
dazu, eine Inversion zu bestimmen , so geht P in P^ über, 
während die Kugel ungeändert bleibt. Das Potential V 
von P^ in bezug auf die Kugelschale wird demnach 



F'=- 



ro 



Ist z. B. die Kugelschale gleichmaßig mit Masse belegt, so 
ist F= konst, und es folgt: 

Das Potential einer gleichmäßig mit Masse be- 
legten Kugelschale in bezug auf einen außerhalb 
derselben gelegenen Punkt P^ ist dem Abstände 
dieses Purstes vom Mittelpunkte umgekehrt pro- 
portional. 

Weiß man, daß das Potential im Innern einer gleich- 
mäßig mit der Masse m belegten Kugelsohale 

F= — 
ist, 80 ergibt sich für das obige Potential 

Es ist mithin ebenso groß, als wenn die Masse der Schale 
in ihi*em Mittelpunkte konzentriert wäre. Da man eine 
Vollkugel aus solchen Schalen zusammensetzen kann, so 
folgt auch noch: 

Das Potential einer Vollkugel, die gleichmäßig 
mit Masse erfüllt ist, in bezug auf einen außer— 
halb derselben gelegenen Punkt ist das gleiche, als 
wenn die Masse der ganzen Kugel im Mittelpunkte 
konzentriert wäre. 
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Betrachten wir endlich noch eine Yollkogel K^ die 
gleichmäßig mit Masse erfüllt sein moge^ so daß also 
o =s konst. In bezog auf einen außerhalb der Kugel ge- 
legenen Inversionsmittelpunkt wird das Bild der Kugel 
eine zweite Kugel K\ die aber nicht gleichmäßig mit Masse 
erfüllt ist. Vielmehr ist die Dichtigkeit o' in einem Punkte P^ 
nach Formel (4) der fünften Potenz des Abstandes F'O um- 
gekehrt proportional Bezeichnet m wieder die Gesamtmasse 
der Kugel, M ihren Mittelpunkt, so ist das Potential der- 
selben in bezug auf irgend einen außerhalb gelegenen Pimk P 
nach dem soeben Bemerkten 

Ist weiter M^ das Bild von M, so fällt M^ nach dem 
Frühem (34.) zusammen mit dem Bilde von in bezug auf 
die Kugel K\ Das Potential von K' für den Punkt P' 
wird dann aber 

Führen wir eine Masse m* ein, welche gegeben ist durch 

mr^ m*M'0 



m = 



MO 



und konzentrieren dieselbe im Punkte M\ so wird das 
Potential von P^ in bezug auf diese Masse 



m mrQ mr^ 



rM' MO . rw ro . pm 



^v\ 



Wenn also die Dichtigkeit einer Vollkugel in jedem Punkte P' 
der fünften Potenz der Entfernung P'O proportional ist, wo- 
^i ein außerhalb der Vollkiigel gelegener Punkt, so ist 
das Potential und also auch die Anziehung dieser Ku^el in 
bezog auf außerhalb derselben gelegene Punkte das gleiche, 
wie wenn die Masse m' im Punkte Jf' konzentriert wäre, 
ond M^ ist das elektrische Bild von in bezug auf diese 
Kogelfläche. 

151. Endlich sei noch erwähnt, daß die Inversion auch 
^ der Ellastizitätslehre Anwendung findet, und zwar bei 
der JJntersacbang der Spannungsverteiinng m em^m ebenen 
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System. Führt man die sog. Airysche Spannungsfunktion 
ein, durch deren Ableitungen sich die Spannungen in einem 
ebenen System darstellen lassen ^ so kann man nach dem 
Vorgänge von Michel 1 (8) durch das Prinzip der Inversion 
aus jeder bekannten Lösung neue Lösungen ableiten. 
Weitere elastische Probleme hat Timpe (9) im Anschluß 
an diese Untersuchungen behandelt. 
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§ 31. Die durch drei bilineare Gleichungen bestimmte 

Yerwandtschaft 

Die Transformationsformeln. 

152. Die räumliche Inversion hat sich durchaus aL^ 

eine Verallgemeinerung der inversen Verwandtschaft d^T* 

Ebene herausgesteUt. Aber ääiotl öSä -^tw^'ös^^ VeraLI- 
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gemeinening der ersteren, die quadratische Raumtransfor- 
mation (§ 20), zeigte keine Ähnlichkeit mehr mit der aUge- 
meinen quadratischen Verwandtschaft der Ebene (§ 4). Diese 
Ueß sich (vgl. 12.) besonders einfach durch zwei bilineare 
Gleichuneen darstellen. In der Absicht^ nun durch Über- 
tragung der Betrachtungen der Ebene auf den Raum zu ein- 
gehen räumlichen Verwandtschaften zu gelangen^ können 
wir von drei in den Koordinaten Xi und xi linearen Glci- 
diungen ausgehen. Dann entspricht auch wieder jedem 
Punkte Xi des einen Raumes 2 ein und nur ein Punkt x^ 
im andern Räume 2\ Diese Raumtransformation wurde 
zuerst von Maenus (1), spater unabhängig von ihm gleich- 
zeitig von Cayley (2) und Noether (3) im Zusammenhang 
mit allgemeineren Betrachtungen untersucht. 

O^ea wir die gegebenen bilinearen Gleichangeo nach 
den Xif 80 mögen sie die Form annehmen: 



jr, x[ + 5j xi + s;, xi + B^xi 
CiXi-\-CtXi+ C^xi+ C^xi 

Hierbei ist dann 










(2) 







Nach den oCi geordnet erhalten wir dagegen 



(3) 



Ai Ä?i + A, a^g + Ag 0^8 + A4 X4 = 
BiXi +B2a?2 + 88:^8 + 84^:4 = 

'^l ^1 i * 2 ^2 "T * 8 ^8 ~r ^4 X4 = ü , 



B^l ^d die Ai9 Bjk^ Fk sind jetzt lineare Ausdrücke in den xi 
üi der Art; daß 



0^i 



(4) 
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Ohne eine Variabel auszuzeichnen ^ schreiben wir die drei 
bilinearen Gleichungen 



(5) 



A=^aaXiX^ 

B=^bnXiXi (i,i==l,2, 3,4) 
«,* 

C^^CaXiXi . 

Die Gleichungssysterae (1) oder (3) geben ohne weiteres die 
Werte der eiuen Variabein, ausgedrückt durch die andern: 
Es wird 



(6) 
oder 








und hierbei ist 


Q^ 


( 


A 


Aq A^ 




<P1 


B, 


Bs J?4 


iV < 




A 


Cg Q 

A2 A^ 




n - 


B, 


B^ B^ 




>. 


c. 


Cg C4 



gx; = (pi, 



(^ = 1,2,3,4) 



<P2 = 



9?4 = 



Ä, 


An 


A 


B, 


B, 


B, 


c. 


Cs 


c. 


A 


A 


A, 


B, 


B, 


Bs 


Ct 


C, 


Cs 



während andererseits 



(8) 
oder 

wobei 



Xj^ ', x^ i Xg '. x^ — yji : ip^ '• Vs • ^4 



Q Xi = y)i , 



(i=l,2,3,4) 



(9) 



Vi = 



Vs = 



Ai 
Bi 



As 
Bs 

A2 

B, 

r. 



A4 
B4 
r* 

A4 
B4 



Vä = — 



V4 = — 



Ai 


A3 


A4 


Bi 


Bs 


B4 


rt 


Ts 


r* 


Ai 


As 


As 


Bi 


B2 


Bg 


ri 


r. 


r. 
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Die Funktionen 97^, ebenso wie die tpi sind demnach vom 
dritten Grade in den Variabein av bzw. x,-. Einer Ebene 

(10) «1 iTi + Äj a:, + «8 a:, + «4 a;^ = 

im Baume 2! entspricht im Bamne 2' die Fläche dritter 
Ordnung 

(11) «1 ipi + «2 V2 + «8 VS + «4^4= 

und ebenso der Ebene 

(12) ßixi + ßixi + ßixi + ßixi = 
die Fläche dritter Ordnung 

(13) ßiq>t + ßi<p^ + ßi<Ps + ßi<Pi = . 

Die Transformation ist vom dritten Grade oder kubisch 
in beiderlei Sinn, d. h. den Ebenen des einen Baumes ent- 
sprechen immer Flächen dritter Ordnung im andern Baume. 
Wir werden später sehen, daß die Ordnungen der 99, und y^^ 
bei Baumtransformationen im allgemeinen gar nicht die 
gleichen zu sein brauchen. 

Die F.-Kurven. 

158. Dem oo^-fachen System (10) der Ebenen in 2! 
entspricht im Baume H' das System (11), das wegen der 
Eindeutigkeit der Zuordnung der Punkte ebenfalls die Eigen- 
schaft haben muß, daß sich irgend drei dieser Flächen noch 
in einem beweglichen Punkte schneiden, der eben dem Schnitt- 
punkte der drei Ebenen entspricht. Auch für das System (13) 
der Flächen tpi muß das Gleiche der Fall sein. Damit dies 
möglich sei, ist es notwendig, daß sowohl die Flächen q>i 
als die Flächen y,- gewisse feste Punkte und Kurven in ent- 
sprechender Yielfachheit gemein haben. Um dies zunächst 
für die Flächen q>i zu untersuchen, greifen wir etwa die 
Flachen (pi =0 und 9^2 = heraus. Aus der in (7) ge- 
gebenen Form dieser Gleichungen erkennt man aber zunächst^ 
daß diese beiden Flächen die Baumkurve dritter Ordnung 
gemein haben^ welche durch die drei Gleichungen 

il4) 






Doeblemann, Geometrische Transformationen. IL \^ 
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gegeben ist. Denn schreiben wir die beiden ersten Glei— 
chongen je in der Form Ä^lÄ^ = B^jB^ bzw. A^jA^^ = Cg/ C^ ^ 
so folgt aus ihnen sofort die letzte Gleichung. Die Gerade 
^ = , -^4 = , welche die beiden ersten Flächen zweiter 
Ordnung gemein haben ^ liegt aber nicht auf der durch die 
letzte der Gleichungen (14) gegebenen Fläche zweiter Ord- 
nung. Mithin haben die drei Flächen (14) eine Kaumkurve 
dritter Ordnung gemein. 

Außer in dieser Eaumkurve dritter Ordnung R^ müssen 
sich aber dann die Flächen ^i = mid q)2 =^0 noch in. 
einer Raumkurve sechster Ordnung L schneiden^ da ja der 
vollständige Schnitt beider Flächen eiae Baumkurve neunter 
Ordnung sein muß. Man kann nun zeigen^ daß auch die 
Flächen (p^ = mid 974 = durch L hindurchgehen. In 
der Tat müssen doch die Gleichungen (1) identisch befriedigt 
werden, wenn man die aus (6) sich ergebenden Werte für 
die Xi einsetzt, d. h. man hat 

J.1 9?! + ^ ^2 + ^3 9^8 + ^ 9^4 = 
B^ <Pi + ^2 9^2 + ^3 9^3 + -B4 9^4 = . 

Eliminieren wir aus beiden Gleichungen 9P4, so ergibt sich 
{Ä,B,-^B,Ä^)<p, + (A^B^-B,A^)<p, = {B,A,-A,B^)ip^ . 

Die linke Seite der Gleichung gibt, = gesetzt, eine Fläche 
fünfter Ordnung, welche sicher durch den Gesamtschnitt 
von (p^ = 0, <P2=0 hindurchgeht Also muß auch die Fläche 

(J58^4- ^3-04)9^8=0 

durch diese Schnittkurve hindurchgehen. Der erste Faktor 
ist aber die erste der Flächen (14), welche die JB* enthält 
und die L jedenfalls nicht enthält; daher geht q)^ = durch 
diese Kurve L hindurch. Ebenso läßt sich zeigen, daß 
auch 994 = die Kurve L enthält. 

Demnach besteht die Schnittkurve der Flächen 9?i = und 
^2=0 aus einem festen Teil, der Kurve L, und einem 
beweglichen TeU, der Kurve dritter Ordnung i?'. Diese 
letztere entspricht nämlich der Schnittgeraden a;i = 0, a;2 = 0. 
Denn führen wir diese Werte in das System (1) ein und 
setzen weiter k = —x'Jx^^ so erhalten wir die Gleichungen 
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Die ElJTOinatioD von k fahrt nun wieder zq den Glei- 
chongen (14) zurück^ zugleich geben aber die Gleichungen (15) 
die ^ als Elrzeugnis dreier projektiven Ebenenbüschel. 

Alle Flachen des Systems (13) haben mithin eine feste 
Kurve sechster Ordnung L gemein, und ebenso ergibt sich 
für den Saum 2' eine feste Kurve M\ durch welche die 
Flachen tpi und überhaupt alle Flächen des Systems (11) hin- 
durchgehen. Die beiden Kurven L und M' sollen die ;^Pun- 
damentalkurven^ des betreffenden Raumes genannt werden. 
Jeder Geraden als Schnittlinie zweier Ebenen entspricht im 
andern Baume eine Baumkurve dritter Ordnung, der Best- 
schnitt der beiden entsprechenden Flachen dritter Ordnung. 

Die F.-Flächen. 

154. Die Werte der Xi, welche die vier Gleichungen q?i=^0 
befriedigen, also die Punkte der Baumkurve L, haben für 
das Gleichungssystem (1) die Eigenschaft, daß gemäß den 
Gleichungen (6) die Losungen zunächst unbestimmt werden. 
Tatsächlich sind dann die Gleichungen (1) nicht voneinander 
unabhängig, sondern es besteht zwischen ihnen eine lineare 
Relation. Bezeichnen wir nämlich mit a^ , b^, Ci die Unter- 
determinanten von A^, B^y Cj in der Determinante (p^ , so 
liefert die Entwicklung der Determinante q)^ bzw. (px die 
Belationen: 

{ a^Ax + 6ijBi + qCi = 

+ 61^8 + ^^8 = 
+ 6iJ5, + CiC4 = 0. 



(16) 




4 



Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit x[ , xl , xi , x 

ergibt sich 

aiA + bxB + c^C=Q. 

Wir können also z. B. die letzte Gleichung in (1) woKliiRHcn 
und bloß die beiden ersten des Systems benutzen. Dann 
erfüllen aber alle Punkte xl, welche einem solohon Wort- 
system Xi entsprechen, eine Gerade, die Schnittlinie dieser 
beiden entsprechenden Ebenen. Bückt der P 
der Kurve L weiter, so beschreibt diese Gera' 
fläche A\ Ganz ebenso entsprechen den Pi 
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Kurve M! die Erzengenden einer Regelfläche M in ^. 
Diese beiden Gebilde heißen die Fundamentalflächen. 

In welchem Zusammenhang stehen nun in jedem Räume 
die F.-Enrve und die F.-Fläche? Einer beliebigen Geraden 
entspricht eine Raumkurve dritter Ordnung^ einer Erzeugenden 
der Regelfläohe A' aber ein Punkt von h 4 Damit dies möglich 
seiy müssen sich drei Gerade abgesondert haben ^ d. h. die 
Erzeugende muß der F.-Kurve M' dreimal begegnen , und 
jedem dieser Punkte entspricht eine Erzeugende von M . 
Indem wir die analytiscbe Begründung bei der allgemeinen 
Theorie zu geben uns vornehmen, sehen wir hier einstweilen 
geometrisch, daß die F.-Fläche eines jeden Raumes nichts 
anders sein kann, als die Gesamtheit der drei&u^hen Sehnen 
der betreffenden F.- Kurve. 

Weitere Aufschlüsse über die Flächen gewinnen wir, 
indem wir die F.- Kurven noch genauer untersuchen. Dazu 
kann eine Abbildung dieser Kurve dienen, welche schon 
Hesse (4) gegeben hat. Eliminiert man nämlich aus den 
Gleichungen (16) die ^,, so erhält man 

^^11+^1^11+^1^11 «1«12+&1 612 + ^1^12 «1 «13 + ^1^18+^1^13 

»1 «14 + ^^14+01^14*) 

«1^21+^1^21+^1 ^21 «1 «22 + ^1 ^22+^1 ^22 «1 «28 + ^1 ^23+^ ^8 

«1 «24 + ^1 ^24+^ ^4 

«l«81+*l*81+ClC81 «1 «82+^1*82+^ ^2 «1 «88 + ^1 *88 +^ ^83 

«1 «84 + ^1 ^34+^1 ^84 

«1 «41 + ^1^41+^1^41 «1 «42+^1 ^42 + ^1^42 «1 «48 + ^1 ^48 + ^1 ^48 

«1 «44+^1 1^44 + ^1^44 

Diese Gleichung ist in den Größen o^ , b^ , c^ homogen und 
vom vierten Grade. Denken wir uns diese drei Zahlen in 
einer Hilfsebene als homogene Koordinaten eines Punktes 
gedeutet, so erhalten wir also eine Kurve vierter Ordnung (7*, 
und es ist leicht zu zeigen, daß diese Punkt für Punkt ein- 
eindeutig auf die Raumkurve sechtster Ordnung L abgebildet 
wird. Denn jedem Punkte von L j d. h. jedem Wertsystem a:, , 



*) WeRen Baummangel müssen die Glieder der vierten 
Colonne unter statt neben die der dritten gesetzt werden. 
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welches die vier Funktionen <pi verschwinden lüßt, entspricht 
ein Tripel o^ &| ^ Ci . Wahlen wir andererseits auf der C^ 
einen Jrunkt On &i » ^ aus, so verschwindet für ihn die 
obige Determinante, und aus den Gleichungen (16) läßt sich 
ein Wertsystem Xi berechnen. Dann fol^ aber weiter aus 
denselben Gleichungen, daß für diese Werte x, die vier 
Determinanten q>i verschwinden, d. h. u;, liegt auf der 
Korve L. 

Die Kurve vierter Ordnung C^, in deren Gleichung die 
achtundvierzig Koeffizienten der Transformation vorkommen, 
wird als allgemeine ihrer Art vom Geschlechte drei sein, und 
da sie auf die Kurve L eindeutig bezogen ist, so muß nach 
dem Kiemann sehen Satze (Wieleitner: Algebraische Kurven, 
B. 77) auch L das Geschlecht drei besitzen. Vom gleichen Ge- 
schlechte ist folglich auch der Kegel fünfter Ordnung, der 
aus irgend einem Punkte von L die Kurve L projiziert, und 
weiter der Schnitt dieses Kegels mit einer beliebigen Ebene. 
Dieser letztere muß demnach drei Doppelpunkte besitzen, 
da die Kurve fünfter Ordnung höchstens sechs Doppelpunkte 
haben kann. Es gehen folglich auch von einem Punkte der 
Kurve L drei Linien aus, welche L noch zweimal treffen^ 
oder mit andern Worten: Die von den dreifachen Sehnen 
der Kurve L gebildete Segelfläche hat L zur dreifachen 
Kurve. 

Die Ordnung der Begelflache M bestimmt sich dann 
aber in der bekannten Art: Ist g eine Erzeugende von M , 
80 legen wir durch g irgend eine Ebene. Diese wird mit M 
eine Schnittknrve liefern, deren Ordnung gleich der Zahl der 
Schnittpunkte ndt g ist. Nun sind die drei Schnittpunkte 
von g mit L Doppelpunkte für diese Schnittkurve, femer 
wird die durch g gelegte Ebene die Regelfläche in einem 
Punkte von g berühren. Andere Schnittpunkte sind nicht 
möglidi, also ist der Schnitt von der siebenten Ordnung; 
die R^elfläche M selbst aber wird von der achten Ordnung. 
Von der gleichen Ordnung ist natürlich auch die F.- 
Flache A' in 2\ 

Wollte man die Gleichung einer solchen F.-Fläche, so 
wäre zu überlegen, daß einer Ebene (10) von 2 zunächst 
die Flache dritter Ordnung (11) in 2' entspricht Suchen 
wir zu dieser Fläche aber wieder das entsprechende Gebilde 
im ersten Baume, so besteht diese in der Eh^iv«^ (3<Q^ \md 
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in der einfach gezahlten F.-Flache M . Es muß sich also ; ^ 

von dem Ausdrucke '' 

■ 

(17) ^0Ciy^(<Pi> <P9f <Psf <P4) = (i = l, 2, 3,4) i^ 

der Faktor (10) abspalten lassen und der Best gibt die 
Fläche M , deren Gleichung sich^ wie Noether L c. zeigte in 
Form einer Determinante schreiben laßt. Wir haben milr 
hin gesehen: 

^^Durch drei bilineare Gleichungen wird eine in 
beiderlei Sinne kubische Punkttransformation des 
Raumes gegeben. Das F.-Sjstem in jedem Bamne 
besteht aus einer Kurve sechster Ordnung vom 
Geschlechte drei und einer B^lflaohe achter Ord- 
nung, welche aus allen dreifachen Sehnen dieser 
Raumkurve besteht und die Kurve sechster Ord- 
nung als eine dreifache Kurve enthalt Den Punkten 
der F.-Kurve im einen Räume entsprechen je die 
Erzeugenden der Regelflache des andern Raumes.^' 

Die Bilder beliebiger Flächen und Kurven. 

155. Auf Grund der bisherigen Ergebnisse kann man 
ohne Schwierigkeit zu beliebigen Flächen und Kurven des 
einen Raumes ihre Bilder im andern Räume bestimmen. 

Irgend eine Gerade r von 2*' trifflb die F.-Fläche A' 
in acht Punkten; durch diese gehen ebenso viele Erzeugende 
von Ä' und diesen entsprechen acht bestimmte Punkte von L, 
Durch diese geht die Raumkurve dritter Ordnung hindurch, 
welche in 2 der Geraden V entspricht, und damit ist auch 
die Anzahl der Schnittpunkte erschöpft, welche diese Raum- 
kurve dritter Ordnung mit der F.-Fläche M liefert. 

Ist jetzt in 2 irgend eine Fläche / m-ter Ordnung ge- 
geben, welche durch L X-msl hindurchgeht, so hat diese mit 
der oben erwähnten Raumkurve dritter Ordnung 3 m — 8 X 
Punkte gemein, welche nicht auf L fallen. Ihnen ent- 
sprechen die auf V gelegenen Schnittpunkte mit der ent- 
sprechenden Fläche f ia 2\ Da femer eine Erzeugende 
von M die Fläche f in m — 3X nicht auf L gelegenen 
Punkten trifft, so ist der entsprechende Punkt von A' ein 
(m — 3 >Z)-facher Punkt von f . Al&o ««fes^richt der Fläche / 
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eine Fläche f von der Ordnung 3n» — 8>l, welche Ä^ zur 
(m — 3 i)-f achen Kurve hat. 

Gehen wir aus von irgend einer Kaumkurve it-ter Ord- 
nung in Zj welche L in x Punkten triffst, so hat diese mit 
einer Flache des Systems (13) 3 k — x Punkte gemein; ferner 
trifft sie die F.-Fläche M in 8 A — 3 x nicht auf L gelegenen 
Punkten. Daher entspricht dieser Raumkurve in H' eine 
Kurve von der Ordnung 3k — x, welche M' in 8k — 3x 
Punkten begegnet. 

Der spateren Anwendung wegen betrachten wir noch 
zwei Beispiele. 

Es sei in ^ eine Sehne g der F.-Kurve L gegeben, 
welche L in den Punkten X und Y trifft. Von der ent- 
sprechenden Raumkurve dritter Ordnung sondern sich folg- 
lich die Erzeugenden x' und y' der F.-Fläche A' ab und 
es bleibt noch eine Gerade g' übrig. Nun trifft g die 
F.-Fläche M außer in X und Y noch in zwei Punkten P 
und Q, durch welche die Erzeugenden p und q von M 
gehen. Diesen Erzeugenden entsprechen in 2!' die Punkte 
P^ und Q' , als deren Verbindungslinie wir (/' erhalten, 
p' kann dann aber A' nur in zwei Punkten X', Y' treffen, 
die bzw. auf x' und y' liegen. Denn sonst könnte nicht 
umgekehrt dem g' wieder g entsprechen. Es gehen also die 
Sehnen von L wieder in die Sehnen von Jf' über. 

Als zweites Beispiel wählen wir einen Kegelschnitt k^ , 
welcher der F.-Kurve L in fünf Punkten G^, G^y . . . , G^ 
b^gnet Einen solchen erhalten wir, indem wir irgend 
eine Ebene wählen, die sechs Schnittpunkte derselben mit 
L uns verschaffen und fünf derselben herausgreifen. Von 
der k^ entsprechenden Raumkurve sechster Ordnung son- 
dern sich wieder die fünf Erzeugenden g[y g^} " > 9 gi ^^^ 
F.-Fläche A' ab, welche den Punkten G^y . . . , G^ ent- 
sprechen. Der übrig bleibende Teil besteht demnach in 
einer Geraden g\ Da der Kegelschnitt k^ der Fläche M 
femer außer in den 6r,- noch in einem Punkte X begegnet, 
durch den eine Erzeugende x dieser Fläche geht, so ent- 
halt g^ den Punkt X' von M' , welcher x entspricht. Damit 
femer auch umgekehrt der Geraden g^ wieder der Kegel- 
schnitt k^ zugeordnet ist, muß g^ die Erzeugenden g^, • • • 9 ^5 
treffen, womit wir auch die acht Schnittpunkte von g^ mit 
A' bestimmt haben. Jedem Kegelschnitt) der L fünfmal 
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begegnet, entspricht demnach eine die F.-Kurve M' ein&ch 
achneidende Gerade , die weiter die fünf Geraden trifft 
welche den fünf Schnittpunkten mit L zugeordnet sind. 

Ebenso zeigt man, daß ein Kegelschnitt, der die eine 
F.-Kur\^e viermal trifft, wieder in einen Kegelschnitt über- 
geführt wird, der die andere F.-Kurve viermal schneidet. 

Spezielle Fälle der Transformation. 

156, Die betrachtete Transformation kann mancherlei 
spezielle Formen annehmen, die sich dadurch ergeben, daß 
die F.-Kurven h und M! zerfallen, und zwar entweder für 
beide Räume in der gleichen Weise oder auch in verschie- 
dener Art. Beispielsweise ist es möglich, daß It in eine 
Raumkurve fünfter Ordnung vom G^chlechte zwei und in 
eine Sehne derselben zerfällt und das gleiche System ergibt 
sich im Räume Il\ Oder h zerfallt in eine Raumkurve 
fünfter Ordnung vom Geschlechte eins und in eine drei&che 
Sehne derselben; in 2' besteht die F.-Kurve dann aber in 
einer Raumkurve vierter Ordnung vom Geschlechte eins und 
in einem Kegelschnitt, der diese Raumkurve dreimal schneidet. 

Im speziellsten Falle besteht jede der beiden F.-Kurven 
aus sechs Geraden, welche je ein Tetraeder bilden. Wählen 
wir diese als Koordinatentetraeder, so läßt sich die Trans- 
formation in der Form schreiben: 

/^ Qx \ ^Xi^=^ dX^X^X^ y QX<i'=^ OX^X^X^ 

I O 3/ g ^= C X\ «Ca Xa , O X^ '^— Cv X\ X^ Xo 

oder 

, , , , a b c d 

^4 . X.2 . .«'S • .^4 — . . . , 

Xi Xj^ X^ X^ 

wo a^ b, r, (t ZahlenkoefBzienten sind. Umgekehrt folgt 
danuis 

/ia\ . ab cd 

\l^) ^1 :^ :^8 '^i ^ 'Z7' ^f' ^f ''Z^ ' 

1 2 *^3 *^^4 

Diese Gleichungen erinnern an die entsprechenden für die 
quadratische Transformation in der Ebene (vgl. S. 5). Einer 
Ebene (10) entspricht die Fläche dritter Ordnung 

W)) Äj aj\jU'ix^+a^bjc{xix'^'\-a^cx[x.^xi+(x^dxiXix2=^0, 
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welche in den Ecken des Koordinatentetraeders Knoten- 
punkte besitzt. Ebenso entsprechen den Ebenen des 
Baomes Z' Flachen dritter Ordnung mit vier Knoten- 
punkten. 

Etwas eingehender möge eine andere spezielle derartige 
Transformation besprochen werden, die sich auch geo- 
metrisch sehr anschaulich erzeugen laßt (5). Wir nehmen 
im Räume ^ drei Gerade % , o, , Og und in Z' drei Ge- 
rade &i , &2 ; ^3 • I^^^ Ebenenbüsche] a^ beziehen wir pro- 
jektiv auf den Ebenenbüschel &(, ebenso den Büschel o, 

auf &2 ^^^ ^ &^ ^3 • 

Wählen wir in Z irgend einen Punkt P, so bestimmt 
er drei Ebenen (P64)^ (^^2)9 (-P^)> diesen entsprechen in 
den Ebenenbüscheln &o &2> 63 drei andere Ebenen und diese 
schneiden sich im entsprechenden Punkte P^. Dadurch ist 
m einfachster Weise eine ein-eindeutige raumliche Punkt- 
verwandtechaft bestimmt und wir können auch hier eine 
Analogie erblicken zur Erzeugung einer ebenen quadratischen 
Transformation durch zwei Paare projektiver Strahlenbüschel 
(vgl. 1.). Lassen wir den Punkt P auf einer beliebigen 
Geraden fortrücken, so werden durch diese die Ebenen- 
büschel (P%); (-P^i)^ (-P^) perspektiv aufeinander bezogen, 
also sind auch die Ebenenbüschel h^^ V^y b^ projektiv und 
erzeugen in den Schnittpunkten je dreier entsprechender 
Ebenen eine Raumkurve dritter Ordnung. Daraus folgt 
dann wieder, daß diese Transformation in beiderlei Sinne 
eine kubische ist. 

Auch die Fundamentalgebilde ergeben sich ohne wei- 
teres. Li^ z. B. P auf der Greraden a^ , so wird die 
Ebene (Poi) unbestimmt, während die Ebenen (Pct^) und 
(Pa^) in den projektiven Büscheln bi und bi je eine Ebene 
festlegen, deren Schnittlinie also in diesem Falle dem Punkte 
auf Ol entspricht Für die verschiedenen Punkte von % 
erhalt man als Erzeugnis der Büschel &2 ^^^ H ^^le Begel- 
8char, die wir kurz durch (b^bS) bezeichnen. 

Ganz in analoger Art entsprechen den Geraden a^ und 
0, gewisse Regelscharen {b{bS) und (bibQ. 

Weiter bestimmen die drei Gerttoi <h9 ^f ^ ^"^^ 
ßegelschar, gebildet von all den Geradett x^ weldbe %, o,, o, 
gleichzeitig tre£Pen. Jeder solchen Geraden « '^M^^richt ein 
einziger Punkt, nfimlich der Schnittpunkt X der drei Ebenen, 
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welche den Ebenen {xtZj), {^(h)^ (^^) zugewiesen sind. 
Beschreibt x die Regelschar, so rückt X auf einer Raum- 
kurve dritter Ordnung iJ' weiter. Diese bildet folglich in 
Verbindung mit 6(, 62» ^3 die F.- Kurve des Baumes 2!\ Die 
F.-Fläche des gleichen Baumes besteht in den vier Hyper- 
boloiden (hibQ, (hihS), {hihS) ^^^ dem durch die drei Ge- 
raden bi, biy 63 bestimmten Hyperboloid. Die Fläche ^^ 
ist in vier Flächen zweiter Ordnung zerfallen. Analog ver- 
hält sich das F.-System in H. 

157. Die analytische Formulierung dieser Transforma- 
tion liefert einige neue Gesichtspunkte. Sind die Ebenen- 
büschel dl, €^2, (h ^2^* gegeben durch 

wo 

a«. = Ol iti + «2 ^2 + ^ ^8 + ^4 ^4 == usw. , 

80 können wir die dazu projektiven Ebenenbüschel bi, b^, 63 
in der Form ansetzen: 

Dann werden die Gleichungen der Transformation 

axbi — ba:ax=-0 

(21) { Ä,W,~-BxA^^O 

A«B:J-B:cAi = 0. 

Dies sind auch drei bilineare Gleichungen, aber von be- 
sonderer Art. Man kann sie als zweiteilig bezeichnen, in- 
sofern, als in jeder zwei Produkte vorkommen und der eine 
Faktor bloß o?«-, der andere bloß die xi enthält Ordnet man 
die Gleichungen (21) nach den Xi oder xiy so zeigt sich, 
daß auch die Größen Ai, Bi, Ci oder A/, Bi, f/ in diesem 
Falle Determinanten zweiter Ordnung sind. 

Werfen wir hier, des Zusammenhanges wegen, einen 
Blick auf die allgemeine quadratische Transformation in der 
Ebene, so haben wir (12.) gesehen, daß dieselbe ganz all- 
gemein dargestellt werden kann durch zwei bilineare Glei- 
chungen in den Variabein Xi und Xii 

(22) :SaaXiXi = , 2bi^XkXi = . (i, * = 1 , 2 , 3) 

Eine solche bilineare Form im temären Gebiete ist nun, 
wie London (6) gezeigt hat, immer dann als eiae zwei- 
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«lüge zu schreiben, wenn die Determinante { a«t | der Form 
len Wert Null hat. Denn ist 

;23) i:aaXiXlt = fi(x) • x{ + f^{x) • x^ + fs{x) • xi , 

30 muß, wenn | aa \ = ist, zwischen den fi eine lineare 
Relation bestehen: 

Ersetzen wir /^ durch den aus dieser Gleichung sich er- 
gebenden Ausdruck, so nimmt die Gleichung (23) die Form an 

(^3 -^i 'h •^3) / 1 "I" (^3 «^2 — ^ ^3) / 2 '^ . 

Sie ist folglich in der Tat als eine zweiteilige geschrieben. 
Trotzdem läßt sich die allgemeine quadratische Trans- 
fomiation in der Ebene durch zwei zweiteilige Glei- 
changen darstellen. 

Jede der Gleichungen (22) stellt nämlich, allein be- 
trachtet, eine reziproke Beziehung dar, d. h. irgend einem 
Punkte entspricht eine bestimmte Gerade. Läßt man beide 
Gleichungen (22) bestehen, so wird jedem Punkte der 
Schnittpunkt der beiden entsprechenden Geraden zugewiesen, 
Und alle diese Paare entsprechender Punkte bilden die qua- 
dratische Transformation. Bilden wir aber aus den Glei- 
chungen (22) das Büschel 

(24) SaaXiXk + kZlaXiXi = (i, Ä = 1, 2, 3), 

So erfüllen alle Punktpaare der quadratischen Transformation 
auch diese Gleichung. Wir können dann aber irgend zwei 
der durch (24) gegebenen Reziprozitäten zur Bestimmung 
der quadratischen Transformation benutzen. Die Determi- 
aante der Schar (24) liefert nun gleich Null gesetzt eine Glei- 
chung dritten Grades in k . Wählen wir also zwei reziproke 
Beziehungen aus, welche zwei Wurzeln dieser Gleichung 
entsprechen, so wird die quadratische Transformation (22) 
durch zwei zweiteilige Gleichungen dargestellt. Eine solche 
zweiteilige Gleichung kann man aber auch als das Resultat 
der Elimination eines Parameters aus den Gleichungen 
zweier projektiven Strahlenbüschel auffassen. Es liefert 
demnach die obige Gleichung dritten Grades die drei F.- 
Punkte der quadratischen Transformation in jeder Ebene 
und die in ihnen gelegenen Strahleubüschel. 



300 VUI. Kubische und höhere birationale Baumiransformationen . 

Anders verhält es sich im quaternären Gebiet. Ver- 
schwindet die Determinante | a,t | einer bilinearen Farm der 
vier homogenen Variabein a?, und xl (i = 1 , 2 , 3 , 4) , so 
gewinnen wir durch die obige Schlußweise nur das Resultat, 
daß sich diese Form als eine dreiteilige darstellen läßt, 
d. h. als eine dreigliedrige Summe von Produkten. Ist also 
jetzt eine kubische Verwandtschaft gegeben durch die Glei- 
chungen (5) und bilden wir das zweifach unendliche System 

(25) 2!aik Xi Xk + ^ Ubik Xi Xk + ßi2 Ca Xi xi = 

(i, A=l, 2, 3, 4), 

so gibt die Determinante dieser Form gleich Null gesetzt, 
eine Gleichung vierten Grades zwischen X und ßi. Wählen 
wir k und /i so, daß diese Gleichung erfüllt ist, so erhalten 
wir aus (25) eine dreiteilige bilineare Form. Es läßt sich 
daher die allgemeine kubische Transformation (5) auch durch 
drei dreigliedrige bilineare Gleichungen darstellen. Damit 
aber eine bilineare Form als zweigliedrige darstellbar sei, 
genügt es nicht, daß ihre Determinante | o,« | = ist, es 
müssen vielmehr alle Unterdeterminanten dritten Grades von 

O/jbl verschwinden. Dies trifft für die letzte in 156. be- 

andelte Transformation zu. 

Die involutorische Beziehung. 

158. Die vorliegende kubische Punktverwandtschaft 
nimmt einen involutorischen Charakter an, d. h. jedem Punkte 
des Saumes entspricht der gleiche, ob man ihn zu 2! oder 
Z^ rechnet, wenn die Koeffizienten den Bedingungen ge- 
nügen 

Oik = Ä*, , ba = hi } Ca = c*, . 

Denn für einen Punkt, dessen Koordinaten gleichzeitig mit 
Xi und Xi bezeichnet werden, ist dann ^• = A,-, JB, = B,, 
Ci = r,- und (pi = v\pi. Die Gleichungen (5) kann man 
ansehen als die Polarebenen eines Punktes xi bezüglich der 
drei Flachen zweiter Ordnung 

(26) i:aikXiXjc = , UbikXiXk = 0, 2 Cik^x^iXk = 

(i,lc = \,^,i,4\. 



I; 
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Zu jedem Punkte P erhält man also den entsprechenden P^ 
als den Schnittpunkt der drei Polarebenen, oder P und 2^ 
sind konjugierte Punkte in bezug auf die drei Flächen (26). 
Diese Punkte haben die gleiche Eigenschaft dann aber be- 
kanntlich auch in bezug auf jede Fläche des Bündels oder 
Netzes 

(27) HüitXiXt + XShii^XiXis + f^^CaXiXt = 

und die ganze Verwandtschaft kann angesehen werden als 
die Gesamtheit der in bezug auf alle Flächen dieses Bün- 
dels konjugierten Punktpaare. Dieser spezielle Fall der 
kabischen Transformation wurde zuerst von Hesse (4), dann 
von Steiner (7), Cremona (8) und Geiser (9) studiert 
Die beiden F.-Systeme vereinigen sich: die auftretende F.- 
Korve sechster Ordnung ist identisch mit dem Orte der 
Spitzen der in dem Bündel vorhandenen Kegel zweiter Ord- 
nung. Ist S nämlich die Spitze eines solchen Kegels^ und 
greift man diesen Kegel heraus^ um durch ihn und zwei 
weitere Flächen von (27) das Bündel zu bestimmen^ so 
wird die Polarebene von S in bezug auf den Kegel un- 
bestimmt insofern^ als alle Tangentialebenen dieses Kegels 
als solche zu nehmen sind; die Polarebenen von S in bezug 
auf die beiden anderen Flächen zweiter Ordnung liefern 
eine Schnittgerade und diese entspricht also dem Punkte S. 
Nur die Punkte der Kegelspitzenkurve haben diese Eigen- 
schaft. 

G^hen alle Flächen des Bündels durch die nämliche 
Raumkurve dritter Ordnung, so wird diese, doppelt ge- 
rechnet^ der Ort der Spitzen der im Bündel enthaltenen 
Kegel. Je zwei entsprechende Punkte P, P' liefern eine 
Verbindungslinie, welche diese Raumkurve dritter Ordnung 
zweimal triffib, und P und P' liegen harmonisch in bezug 
auf diese Schnittpunkte. 

Lassen wir endlich in dem in 156. behandelten Falle 
die Geraden o^ , a^ , ag mit b^, b^, h^ zusammenfallen und 
geben uns statt der projektiven Beziehung der Ebenen- 
büschel je eine involutorische, so wird die ganze Verwandt- 
schaft wieder eine involutorische. Jeder der involutorischen 
Ebenenbüschel enthält zwei Doppelebenen und man hat sich 
demnach das Flächenbündel (27) durch diese drei Ebenen- 
paare bestimmt 
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§ 32. Die Abbildung der Fläche dritter OrdBung 

anf eine Ebene. 

Die siebenundzwanzig Geraden der allgemeinen p, 

159. Vermöge der kubischen Abbildung wird die 
Flache dritter Ordnung auf die Ebene abgebildet^ der sie 
entspricht^ und zwar Punkt für Punkt ein-eindeutig. Man 
kann also die Geometrie der Ebene auf die Fläche dritter 
Ordnung übertragen und damit Eigenschaften dieser Flachen 
ermitteln. Wir wollen diese Abbildung nur dazu benutzen^ 
die Frage zu beantworten: Wie viele Gerade liegen auf der 
allgemeinen Fläche dritter Ordnung? 

Zunächst ist noch daran zu erinnern^ daß die Abbildung 
der Ebene auf die Fläche dritter Ordnung singulare Ele- 
mente besitzt. Ist nämlich e' die Ebene, f^ die ent- 
sprechende Fläche dritter Ordnung, so schneidet e' die 
F.-Kurve M' in sechs Punkten A[y A^, . . . , A^. Wir 
dürfen annehmen, daß diese sechs Punkte im allgemeinen 
nicht auf einem Kegelschnitte und daß keine drei von ihnen 
auf einer Geraden gelegen sind. Würde nämlich einer dieser 
beiden speziellen Fälle eintreten, so wäre die entsprechende 
P nicht allgemein; sie hätte einen Knotenpunkt, worauf wir 
nicht weiter eingehen. Den Punkten Ai entsprechen jeden- 
falls sechs Erzeugende a, der F.-Fläche M . Diese gehören 
der Fläche p an. Die sechs Punkte mögen die F.-Punkte 
der Ebene e' heißen. Außerdem schneidet e^ die F.-Fläche 
von ^' in einer Kurve achter Ordnung, welche in den AI 
dreifache Punkte hat Das Bild dieser Schnittkurve auf 
der p ist die F.-Kurve L. 

Legen wir weiter durch irgend fünf der F.-Punkte, z. B. 
durch die Punkte A29 A^, , , .^ Ai, einen Kegelschnitt, so 
wird derselbe den Punkt AI nicht enthalten. Diesem Kegel- 
schnitt entspricht nun aber, da die fünf Geraden ^2, 03 , . . ., Og 
ausscheiden, noch eine Gerade, die wir mit b^ bezeichnen 
wollen. Es hat sich schon früher gezeigt (vgl. 155.), daß 
diese Gerade \ dann die fünf Geraden ^ > ^3 , a^ , 05 , ag 
schneidet. Auf solche Art erhalten wir mithin sechs weitere 
Gerade 6^ ... 65 der p . Dabei entspricht natürlich 6^ dem 
Kegehcbnitt, der durcli die sechs F.-Punkte, ^^ausgenommen, 
ii/ndurchgeht. 
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Verbinden wir endlich irgend zwei der P.-Punkte, z. B. 
Ä^ und Aiy 80 entspricht dieber Geraden wieder eine Sehne 
der F.-Kurve L und die Geraden a, und a* treflTen dieselbe 
(vgL 155.). Nennen wir diese Gerade c,i, so finden wir ent- 
sprechend allen Kombinationen je zweier der F.-Punkte noch 
fönfzehn derartige Gerade der p . Im ganzen haben wir bis 
jetzt siebenundzwanzig Gerade gefunden: weitere können 
nicht auf der Fläche liegen. Denn angenommen, die p entr- 
hielte noch eine Gerade m, so müßte das Bild derselben 
doch der Ebene e' angehören. Bei allgemeiner Lage von m 
wäre dies eine Baumkurve dritter Ordnung, welche nicht 
in e' liegen kann. Es muß also m die F.-Kurve L ein-, 
zwei- oder dreimal schneiden. Im ersten Falle zerfällt das 
entsprechende Gebilde in eine Gerade x^ und einen Kegel- 
schnitt k^ . x' schneidet A' dreimal, kann also nicht in e' 
li^en, da bei beliebiger Annahme von e' keine drei der 
Schnittpunkte Ai in einer Geraden angeordnet sein werden. 
Folglich müßte k^ in e' gelegen sein und mit einem der 
Kegelschnitte durch fünf der Punkte AI zusammenfallen, 
d. h. m wäre identisch mit einer der Geraden b^ . 

Träfe m zweimal die Kurve L, so würde das entsprechende 
Gebilde wieder in einer Sehne von M' und zwei sie treffen- 
den Erzeugenden von A' (vgl. 155.) bestehen. I^e diese 
Sehne in c', so wäre m identisch mit einer der Geraden Ca. 
m kann aber L auch nicht dreimal treffen, weil es in diesem 
Falle der Fläche M angehören, also mit einer der Geraden 04 
zusammenfallen^würde. Damit ist unsere Behauptung erwiesen. 

Endlich fragt es sich, ob die Fläche dritter Ordnung, 
welche sich als Bild einer Ebene in der kubischen Trans- 
formation (5) ergibt, die allgemeine ihrer Art ist. Da wir 
aber in der Transformation achtundvierzig Konstante zur 
Verfügung haben, die allgemeine Fläche dritter Ordnung 
weiter nur von neunzehn Konstanten abhängt, so können 
wir noch jede allgemeine Fläche dritter Ordnung als durch 
eine derartig Verwandtschaft entstanden auffassen. Die all- 
gemeine Fläche dritter Ordnung ohne Knotenpunkte enthält 
folglich siebenundzwanzig Gerade. 

Die Doppelsechse der p. 

160. Um einen Überblick über die Lagenverhältnisse 
der Geraden einer p zu gewinnen ^ \ä\. ^ä ^^^> t»^ ^«^ 
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Bcheiden, welche Geraden sich treflTen und welche nicht. 
Das gelingt auf Grund der soeben behandelten Abbildung. 
Zunächst schneiden sich zwei Gerade der f^ sicher, wenn 
ihre Bilder in e' einen außerhalb der F.- Punkte Ai gelegenen 
Punkt gemein haben. Halt man dies zusammen mit den 
soeben (159.) gewonnenen Resultaten, so folgt: 

a) Zwei Gerade Cik und C/^ schneiden sich, wenn die 
Indizes i und h von l und m verschieden sind; 

b) eine Gerade 6* schneidet jede Gerade c»,-, wo i be- 
liebig; 

c) eine Gerade c^ schneidet a^ und a«-; 

d) zwei Gerade a« und hi schneiden sich, wenn Tc und i 
verschieden sind. 

Dagegen schneiden sich nicht: 

a) Die sechs Geraden a,; 

b) die sechs Geraden ft,; 

c) eine Gerade a^ und eine Gerade hk] 

d) eine Gerade ai und eine Gerade c,*, wo l von i 
und k verhchieden; 

e) zwei Gerade c^ und c,/, welche einen Index gemein 
haben. 

Es gelingt nun, die siebenundzwanzig Geraden auf ver- 
schiedene Art in Gruppen von je zwölf zu ordnen derart, daß 
jede solche Gruppe aus zweimal sechs Geraden besteht von der 
Eigenschaft, daß jede Gerade der einen Hälfte fünf und nur 
fünf der andern Hälfte trifft. Schreibt man die sechs Geraden 
der einen Hälfte in eine Zeile, so kann man die andern 
sechs so darunter setzen, daß jede Gerade bloß diejenigen 
trifft, welche mit ihr weder in einer Horizontal-, noch in 
einer Vertikalreihe stehen. Schläfli (10) hat eine solche 
Gruppe eine „Doppelsechs" genannt und die Haupteigen- 
Bchaften dieser Konfigurationen abgeleitet. Es bilden also 
eine Doppelsechs 

.ggv Ol 02 «3 «4 «5 «6 

&1 h h h h h • 

In der Tat schneidet z. B. b^ bloß ^ > Og , «3 , 05 , a^ . Man 
überzeugt sich aber leicht, daß auch die Anordnungen 

^Qo\ ^ ^* ^S ^66 ^46 ^46 

f^"/ -L V V 

C23 ^\z ^vi ^^ ^^ ^^ 
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/q/xx ^ ^1 ^6« ^68 ^64 ^65 

^6 ^6 ^12 ^13 ^4 ^5 

je eine Doppelsechs gehen. Das Schema (28) laßt keine 
Abänderung zu. Dagegen können wir, wie leicht zu sehen, 
zwanzig Doppelsechse vom Typus (29) und fünfzehn vom 
Typus (30) bilden. Zusammen erhalten wir demnach sechs- 
unddreißig Doppelsechse, und andere gibt es nicht. Denn 
greifen wir vier Gerade a^ heraus, so können wir schon 
keine weitere zwei Gerade bn oder C/n» angeben, welche mit 
den ersten vier die eine Hälfte einer Doppelsechs bilden 
würden. Gehen wir aber aus von zwei Ueraden o^, so 
ergibt sich in bezug auf die Auswahl von weiteren vier 
Geraden Cn die gleiche Unmöglichkeit. Mithin existieren 
tatsächlich nur sechsunddreißig Doppelsechse auf 
der allgemeinen f^ . Weitere Resultate, z. B. daß jede 
Gerade der f^ von zehn andern Geraden geschnitten wird, 
daß die Geraden der p also fünfundvierzig Dreiecke bilden, 
daß eine Doppelsechs durch fünf Gerade einer Hälfte be- 
stimmt ist usw., können nun unschwer abgeleitet werden. 

Andere Herleitung der Abbildung der p, 

161. Die soeben ermittelte Abbildung der p auf eine 
£bene gestattet auch eine Untersuchung der auf dieser Fläche 
gelegenen Kurven. Ohne darauf näher einzugehen, wollen 
wir bloß die auf der p gelegenen Raumkurven dritter Ord- 
nung kurz erwähnen. Jeder Geraden der Ebene e' entspricht 
auf der p eine Raumkurve dritter Ordnung iJ^, und da 
die Gerade mit jedem der Kegelschnitte durch fünf der 
F.-Punkte AI zwei Schnittpunkte gemein hat, so werden die 
sechs Geraden bi Sehnen der B^ sein. Betrachten wir da- 
gegen das System der Kurven fünfter Ordnung, welche die 
Punkte AJ zu Doppelpunkten haben, so entsprechen auch 
diesen Raumkurven dritter Ordnung auf der p , welche die 
ai zu Sehiien haben. Diese beiden Scharen von Raumkurven 
stehen also zu der Doppelsechs (28) in einer gewissen 
Beziehung. Überhaupt gehören zu jedem der sechsund- 
dreißig Doppelsechse zwei Scharen von Raumkurven dritter 
Ordnung auf der Z^, so daß man zweiundsiebzig Scharen 
sokJier Baumkurven angeben kann. 

Doetlemann, Geometrische TransfonaaÜoneii. TL '^^ 
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Vermittels irgend einer auf der p gelegenen Baum- 
korve jß^ kann man dann die Abbildung der f^ auch in 
folgender Weise ableiten. Man führt zunächst das Strahl- 
system der Sehnen der R^ ein. Dies hat bekanntlich die 
Eigenschaft y daß durch jeden Punkt im Räume noch ein 
Strahl desselben hindurchgeht Es geht folglich auch durch 
jeden Punkt der p noch eine solche Sehne, und andererseits 
liefert jede Sehne der R^ noch einen Schnittpunkt mit der p . 
Damit sind die Punkte der p auf die Sehnen der B? bezogen. 

Nun kann man zwei verschiedene Wege einschlagen: 
Wir fixieren fürs erste auf der R? einen Punkt S und 
ordnen jeder Sehne der R^ die Ebene zu, welche die Sehne 
mit S verbindet. Dann ist dadurch das Sehnensystem 
auf den Ebenenbündel 8 ein-eindeutig bezogen. Beziehen 
wir diesen Bündel endlich noch reziprok auf eine Ebene, 
so ist diese damit auf die p ein-eindeutig abgebildet. 

Oder wir bringen eine Ebene direkt zum Schnitt mit 
dem Strahlensystem der Sehnen der R^. Dann entspricht 
jedem Punkte der Ebene die durch ihn gehende Sehne 
der R^ und weiter der dritte Schnittpunkt dieser Sehne mit 
der p . Die so entstehende Abbildung ist wieder in beiderlei 
Sinn eindeutig, aber von höherer Ordnung als die hier be- 
handelte. Sie laßt sich auf diese durch ejne quadratische 
Transformation der Elbene reduzieren. Überhaupt kann 
man durch quadratische Transformationen die verschiedenen 
Abbildungen einer f^ in einer Ebene ineinander überführen^ wie 
Diekmann (11) näher untersucht hat Hier findet man auch 
die Abbildung der Flachen dritter Ordnung mit einem Knoten- 
punkte oder weiteren Singularitäten. Endlich können wir statt 
der R^ auch zwei Grerade der p wählen und zur Abbildung das 
Strahlensystem erster Ordnung benutzen, das sie bestimmen. 

Gr aß mann hat die p sds Erzeugnis dreier kollinearer 
Ebenenbündel definiert. In der Tat sind 

J^ = 0, JB. = 0, a=0 (i=l,2,3) 

lineare Ausdrücke in den Koordinaten Xiy so werden die 
drei Ebenenbündel 

(31) xA^ + XB^ + vC^^O 
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kollinear aufeinander bezogen, wenn wir solche Ebenen ein- 
ander zuweisen, welche gleichen Werten x, A, /i entsprechen. 
Der Ort der SchnittpunKte entsprechender Ebenen ist aber 
dann die Flache dritter Ordnung 

A B, c, 

(32) A^ B, C, 

A^ S^ Cg 

Dadurch ist nun direkt eine Abbildung dieser p gegeben. 
Denn jedem Wertsystem x, X, /ll entspricht ein Punkt der 
/' und umgekehrt. Wir haben nur noch nötig, die 
Xf X, fji als Koordinaten eines Punktes in einer Ebene 
zu deuten. Diese Ebene ist wieder eindeutig auf die /^ 
abgebildet und zwar, wie man zeigen kann, ganz in der 
gleichen Weise wie durch unsere Raumtransformation. Auf 
diesem Wege hat Clebsch (12) in einer grundlegenden Arbeit 
die Abbildung der p auf die Ebene zuerst durchgeführt. 
Lost man die Gleichungen (31) nach den Xi auf, so erhält 
man die Koordinaten eines Flächenpunktes als rationale 
Funktionen der Parameter x, X, /li. Dies embt sich auch 
aas unsem Formeln. Denn ist (12) die Gleichung der 
Ebene, von der wir ausgehen, so entspricht ihr die Fläche 
dritter Ordnung (13). Dann geben aber die Gleichungen (8) 
diese Fläche in Parameterform, wobei zwischen den x^ eben 
noch die Beziehung (12) besteht Benutzt man diese, um 
etwa xi durch x[y x^y x^ auszudrücken, so erhalten wir die 
Fläche durch die drei homogenen, unabhängigen Parameter 

x[y x^t xi dargestellt. Setzen wir -^ = 1«, —7 = 1;, so 

können wir die Cartesischen Koordinaten Xj y^ z eines 
Flächenpunktes auch in der folgenden Weise darstellen: 

(00) X = 7 r- , y = -. r- , ü = -. r- , 

wo die ifi rationale, ganze Funktionen dritten Grades von u 

tmd V, 
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§ 33. Allgemeine Theorie der birationalen Baum- 
transformationen. 

Omaloidale Systeme. 

162. Wir wenden uns jetzt der allgemeinen Aufgabe 
za, unter Anwendung algebraischer Operationen zwei räum- 
liche Systeme 2! und 2^ so aufeinander zu beziehen^ daß im 
allgemeinen jedem Punkte des einen Raumes ein und nur 
ein Punkt des andern entspricht. Dieses Problem ist ana- 
lytisch von Noether (1, 2, 9), in mehr geometrischer Weise 
von Cremona [vor allem in (6)], sowie auch von Cayley 
[(2) auf S. 308] behandelt worden. 



j33. AUgem. Theorie der birationiden Raumtransformationen. 309 

Irgend ein Punkt P mit den Koordinaten Xi im System 2 
habe zum entsprechenden einen Punkt P^, dessen Koordi- 
naten gegeben sind durch 

m 1 ö^/=9^rf(^^ ^11 ^> ^4) (*=1,2,3,4) oder 

\ a?! : iCj • ^8 • ^4 == 9^1 • 9^2 • 9^8 • 9^4 • 

Dabei sind die (pi ganze, homogene Funktionen n-ten Grades 
in den Xi, welche keinen Faktor gemein haben. Soll auch 
umgekehrt jedem Punkte P' ein Punkt P entsprechen , so 
muß es möglich sein, diese Gleichungen (1) nach den Xi auf- 
zulösen, so daß man erhält 

(2) { ^^* =" ^«(^i' ^2' ^3» ^4) (i == 1 , 2, 3, 4) oder 

\x^ix^ix^ix^^\p^'.%i)^:xp^ixp^ , 

wobei die Funktionen xpi ganz, homogen und vom m-ten Grade 
in den Variabeln Xi. Die Bedingung für die Möglichkeit 
dieser Umkehrung der Beziehungen (1) ist zunächst die, daß 
die Funktionen (pi = linear voneinander unabhängig sein 
müssen. 

Dem dreifach unendlichen System der Ebenen des 
Raumes 2 

(3) «1 ^ + «1 ^2 + «8 ^8 + ^4 ^4 = 

ist dann das lineare Flächensystem 

(4) «1 V'i + «2 V's + ^8 Vs + ^4 V'4 =* 
zugewiesen, und ebenso entspricht den Ebenen 

(5) ß[x[ + ß^x!, + ß^^xi + ßixi 
das lineare System 

(6) ß[<Pi + ß2<Pt + /83>8 + Ä>4 - . 

Da nun aber drei Ebenen sich nur in einem Punkte be- 
gegnen, so muß jedes der Flächensysteme (4) und (6) die 
Eigenschaft haben, daß irgend drei Flächen desselben nur 
noch einen beweglichen Schnittpunkt liefern. Sie müssen 
also außerdem feste Schnittpunkte und Schnittkurven in 
einer entsprechenden Anzahl und Vielfachheit gemein haben. 
Es ist wieder gestattet, anzunehmen, daß nicht jede Fläche (4) 
oder (6) außerhalb der festen vielfachen Punkte etwa noch 
einen r- fachen Punkt besitzt. Denn man zeigt ganz wie 
in 10,, daß unter dieser Voraussetzung der Ort der r-fachen 
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Punkte r-mal gerechnet ein Bestandteil jeder Fläche des 
Systems (4) oder (6) wäre. 

Genügt ein System von Flächen den zwei Bedingtmgen; 
daß es 

a) linear und dreifach unendlich ist, 

b) daß irgend drei seiner Flächen sich noch in einem 
Punkte schneiden, der nicht allen Flächen gemein- 
sam ist, 

so nennt Cremona das System ein homaloidales. Die durch 
(4) und (6) gegebenen Flächengebusche sind also homaloidal. 
Halten wir in einem solchen System eine Fläche fest und 
lassen die andern sich ändern, so wird die festgehaltene Fläche 
auf die ihr entsprechende Ebene Punkt für Punkt eindeutig um- 
kehrbar abgebildet. Eine Fläche, welche sich in dieser Weise 
auf die Ebene abbilden läßt und deren Punkte folglich durch 
zwei Parameter rational dargestellt werden können, bezeichnet 
Cremona als ein „Homaloid'^ Sie stellt das Analogon zu 
den rationalen oder unikursalen Kurven dar, und Cayley 
nannte sie direkt unikursaJ. Die Flächen eines homaloidalen 
Systems sind mithin Homaloide. 

Wenn im übrigen die Flächen eines linearen Systems 
die Eigenschaft haben, daß sich je drei in einem beweg- 
lichen Punkte schneiden, so gibt dies nach Guccia (12) 
bereits die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die Flächen des Systems Homaloide sind und je durch 
drei Punkte bestimmt werden. 

Es ist nun auch leicht, die Bilder der Geraden des 
einen Kaumes im andern zu bestimmen. Denn ist l etwa 
die Schnittlinie zweier Ebenen von U, so entsprechen diesen 
in 2' zwei Flächen tp des Systems (4), und der Geraden 
ist also die Schnittkurve dieser Flächen zuzuweisen. Da 
nun aber einer Ebene von ^' in ^ eine Fläche 99 des 
Systems (6) entspricht, welche mit g n Schnittpunkte ge- 
mein hat, so ist die der Geraden entsprechende Kurve von 
der Ordnung n; wir wollen sie als i> bezeichnen. Sie ist 
rational wegen der eindeutigen Beziehung auf die Gerade. 
Ganz ebenso entsprechen den Geraden von 2!' Raumkurven 
fn-ter Ordnung G"^ in H. Es mag auch nochmals darauf 
aufmerksam gemacht werden, daß für die Kaumtrans- 
fonnationen die Zahlen m und n im allgemeinen ver- 
scbieden sind. Da eine Oet«Äft ^^\\Ät m\\» ^Ssäx Hbene 
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nur einen Schnittpunkt liefert, so folgt, daß die £** mit den 
Flächen tp und die O*^ mit den Flächen a> nur je einen 
beweglichen Schnittpunkt haben können, dan also in jedem 
Falle mn — l unveränderlich, d. h. auf den festen Ele- 
menten des betreffenden Flächensystems gelegen sein müssen. 
Es folgt demnach: 

Den Geraden in 2! bzw. H' entsprechen rationale 
Kaumkurven !/•* bzw. G^ von der Ordnung n bzw. m, 
welche je mn — l feste Schnittpunkte mit dem zu- 
gehörigen Flächensystem gemein haben. 

Die F.-Punkte. 

163. Als feste Elemente, welche die Flächensysteme (4) 
bzw. (6) gemein haben, sind zunächst Punkte möglich. 
Nehmen wir z. B. an, die vier Flächen 9?,- und folglich 
auch die sämtlichen Flächen von (6) hätten einen Punkt F^ 
mit den Koordinaten X4 zum v-fachen Punkt Um das diesem 
Punkte entsprechende Gebilde in U' zu ermitteln, betrachten 
wir einen dem Punkte Fy unendlich benachbarten Punkt 
und suchen zu ihm den entsprechenden. Wir könnten dann 
ebenso wie in 69. verfahren. Eine andere Methode ist die 
folgende: Bezeichnen wir die Koordinaten eines dem Punkte Fy 
unendlich benachbarten mit ^1 + « fi , ^ + ß ^2 > ^8 + « fs > 
wobei wir x^ konstant halten, während e eine unendlich kleine 
Größe bedeutet, die gegen Null konvergiert. Führen wir 
diese Werte in die Fui^tionen 97^ ein und entwickeln (1) 
nach steigenden Potenzen von e, so erhalten wir 



m 



wo die Potenz wieder symbolisch als Differentiationsprozeä 
zu nehmen ist. Dies ist eine Fläche v-ter Ordnung (2^,, 
welche durch die homogenen Parameter f^ , f, , fg dargestellt 
ist. Sie entspricht der Gesamtheit der zu Fy unendlich be- 
nachbarten Punkte, die wir uns ja auch auf einer kleinen 
Fläche liegend vorstellen können. Fy nennen wir einen 
Fundamental-Punkt, 0y eine Fundamental-Fläche. 
Iigend eine Ebene £ in ^^ schneidet aus der 0y eine 
Kurve r-ter Ordnung aus, und den Punkten dieser. Schnitt- 
kurve entsprechen die zu Fy benachbarten Punkte, welche 
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die € entsprechende Fläche 9?, besitzt. In der Tat ist ja Fy 
ein r-facher Punkt für diese Fläche. Eine beliebige Gerade 
trifft ebenfalls in v Punkten die 0y, woraus folgt, daß die 
ihr entsprechende Raumkurve v-mal durch Fy geht. Einer 
Ebene durch Fy entspricht in 2" noch eine Fläche von der 
Ordnung m — v , und alle diese Flächen bilden ein Bündel. 
Indem wir es unterlassen, auf die sämtlichen Möglichkeiten 
einzugehen, bemerken wir zusammenfassend: 

Einem v- fachen Knotenpunkte Fy des Flächen- 
systems (6), also einem F.-Punkte r-ter Ordnung 
von H entspricht in 2' eine Fläche r-ter Ordnung, 
welche rational durch zwei Parameter darstellbar ist 
Die den Geraden von 2^ entsprechenden Kaum- 
kurven G^ gehen v-fach durch Fy hindurch. 

Es ist nicht unbedingt notwendig, daß einzelne F.- 
Punkte bei einer Raumtransformation auftreten; vielmehr 
können sie auch sämtlich auf F.-Kurven angeordnet sein. 
Diese letzteren aber müssen stets vorhanden sein, wie wir 
jetzt zeigen wollen. 

Die F.-Kurven. 

164« Greifen wir eine Ebene e in 2 heraus, welcher 
eine Fläche m-ter Ordnung y;, in H' entspricht. Den 
Schnitten von tp, mit den cx>' Ebenen von ü^ entsprechen 
ip € die Schnit^urven mit den Flächen 97, also cx>s Kurven 
fi-ter Ordnung. Irgend zwei Ebenen von 2^ schneiden sich 
in einer Geraden, welche der Fläche tp, in m Punkten be> 
gegnet, folglich haben irgend zwei Kurven dieses Kurven- 
Bjstems in € m bewegliche Schnittpunkte gemein. Da sie 
sich aber in n^ Punkten schneiden, so müssen sie sämt- 
lich durch gewisse vielfache feste Punkte hindurchgehen. 
Nehmen wir an, es seien oci i-fache Punkte vorhanden, so 
muß die Beziehung gelten 

wo die Summe über alle feste Punkte des Kurvensjstems 
auszudehnen ist. Ist Fi einer dieser i-fachen Punkte und 
ziehen wir durch ihn in e eine beliebige Gerade l, so hat 
'lese mit den Kurven des Systems nur noch n — i beweg- 
te Schnittpunkte. Die ^«L\ra:JKXsirj^ I^~*\ welche l ent- 
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spricht, liefert uns also mit irgend einer £bene von 2' nur 
(n — i) Schnittpunkte, d. h. sie ist bloß von der Ordnung 
n — i . Folglich muß dem Punkte Fi eine gewisse feste 
Kurve i-ter Ordnung /)' entsprechen, durch welche das der 
Geraden l zugehörige Gebilde wieder auf den Grad n er- 
gänzt wird. jL**"' muß mit fl einen Punkt gemein haben. 
Denn durchlaufen wir Z, so wird dem zu Fi unendlich be- 
nachbarten Punkte X ein Punkt X^ entsprechen, der auf 
L*~' und fi liegt. Beschreibt l den Büschel Fi in der 
Ebene «, so erhalten wir auf den zugehörigen Kurven ü**-' 
die einzelnen Punkte von fi. 

Lassen wir nun aber weiter die Ebene e variieren. In 
jeder Lage wird sie (Xi i-fache Punkte des Kurvensystems 
enthalten. Demnach muß im Räume 2 eine Raumkurve 

arter Ordnung F** existieren, welche für alle Flächen 9? 

eine a^- fache Kurve ist, und jedem Punkte von F** ent- 
spricht eine F.-Kurve /?. Alle diese fi erfüllen zusammen 

eine F.-Fläche in 2*', welche als Ganzes der F** entspricht 
Damit ist plausibel gemacht, wie das Entsprechen der F.- 
Gebilde vor sich gehen wird. Alle Fälle sollen nicht be- 
sprochen werden. Es kann z. B. auch vorkommen, daß zwei 
F.-Kurven, die eine in 2^ die andere in 2\ vorhanden sind 
und daß jedem Punkte der einen F.-Kurve stets die andere 
F.-Kurve entspricht 

In jedem der beiden Räume, z. B. in 2*, werden wir 
also allgemein F.-Punkte und F.-Kurven haben, die singulär 
sind, d. h. in denen das eindeutige Entsprechen eine Unter- 
brechung erleidet, und außerdem F.-Flächen und F.-Kurven, 
die den singulären Elementen von 2' entsprechen. Die Ge- 
samtheit dieser Elemente bezeichnen wir als das Funda- 
mental-System des betrefifenden Raumes. 



Analytische Darstellung. 

165« Bei der analytischen Entwicklung der F.-Gebilde 
betrachtet Noether (1) nicht das F.-Element und das ihm 
entsprechende Gebilde für sich allein, sondern es wird eine 
Fläche untersucht und die ihr entsprechende, vorausgesetzt, 
daß die erste durch das F.-Gebilde in bestimmter Weise 
hindurchgeht. 
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Es sei also Xi ein Punkt, für welchen die Fonktionen 9?,- 
einfach verschwinden; wir betrachten einen ihm benachbarten 

Punkt Äi + € fi , ajj + € fa > ^s + « ^s ^°^ erhalten dann wieder 
durch Entwicklung nach Potenzen von £ und Unterdrückung 
der höheren Glieder 

<«> ^^'-|?-«- + -|^:-«' + lt-*- (•■-'•^''•*> 

Ist jetzt die Gleichung einer Fläche gegeben 

so wird dieselbe durch die Substitution (2) ühergehen in 
die Form 

M'f{x[, x^, x^f xQ = . 

Dabei stellt der irreduzible Faktor f = die entsprechende 
Flache vor, während M ein fremder Faktor ist, der sich 
absondert Dies ist notwendig, damit man aus den Glei- 
chungen (2) die Xi als rationale Funktionen der Xi dar- 
stellen kann. 

Nehmen wir nun zunächst an, die Fläche f gehe einfach 
durch den betrachteten singulären Punkt; dann hat man für 
^^ iif ^2 9 ^8 ^^<^^ noch die Beziehung 

Benutzt man (9), um ^3 durch f^^ und ^2 auszudrücken, und 
bildet aus (8) die Quotienten xi/xi, xi/xi, x^x^y so er- 
geben sich diese als lineare, homogene Funktionen der 
beiden Parameter f^ und fg • ^^^ erhält also eine Gerade 
auf der entsprechenden Fläche f\ 

Verschwinden im allgemeinen Falle die 9?,- v-fach in 
dem betrachteten Punkte, so erhalten wir durch die Taylor- 
sche Entwicklung die vier Gleichungen (7). Geht wieder 
die Fläche f=0 einfach durch den Punkt, so können wir 
wie oben aus (9) die eine Größe, etwa Ig 9 entnehmen und in 
die Gleichungen (7) einführen. Es ergeben sich daher die 
Koordinaten des entsprechenden Punktes als rationale, homo- 
gene Funktionen v-ten Grades zweier homogener Parameter, 
so daß daraus folg;t*. 



§ 33. Allgem. Theorie der birationalen Raumtransformationen. 315 

Verschwinden die Funktionen 9?^ in einem Punkte 
v-fach und geht eine Fläche f einfach durch diesen 
Punkt hindurch^ so entspricht ihm auf der trans- 
formierten Flache f eine rationale Kurve r-ter 
Ordnung. 

Hat endlich die Flache /*» in dem Punkte Xi selbst 
einen t- fachen Knoten , so beginnt die Entwicklung der 
Flächengleichung mit der symbolischen Potenz 
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Der dem Punkte entsprechende Ort auf f^ ist die Kurve, 
die sich aus den Gleichungen (7) in Verbindung mit (10) 
ergibt. Verschwinden die 97,- bloß einfach, während f einen 
i-fachen Knoten besitzt^ so hat man die Gleichungen (8) 
mit (10) zu verbinden, um die entsprechende Kurve zu be- 
konmien. 

In betreff der weiteren Fälle müssen wir auf die Ab- 
handlungen von Noether (1^ 9) verweisen. 

Die Jacobische Fläche. 

166. Ist ein dreifach unendliches, lineares System von 
Flächen ganz allgemein gegeben durch eine Gleichung (4), 
80 gibt es noch cx>2 Flächen in dem System, welche einen 
Doppelpunkt besitzen. Für einen solchen müssen die vier 
Ableitungen der Flächengleichung verschwinden. Bildet 
man diese für das System (4), so erhält man durch Eli- 
mination der Größen (Xi den Ort aller dieser Doppelpunkte, 
also die Fläche 
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Diese Fläche heißt die Jacobische Fläche des Gebüsches (4), 
und sie ißt von der Ordnung 4(w— 1). Sie hat die 
weitere Eigenschaft, der Ort aller Punkte zu sein, in denen 
sich zwei Flächen von (4) berühren. Denn nehmen wir an, 
es berühren sich zwei Flächen des Gebüsches in einem 
Punkte, so müssen die für diesen Punkt gebildeten Ab- 
leitungen für beide Flächen die gleichen Werte haben; 
daraus folgt aber sofort wieder die Gleichung (11). 

Kehren wir nun zurück zu der in 164. durchgeführten Be- 
trachtung. Der Geraden l entsprach eine Raumkurve, welche 
in die bewegliche //•"' und in die feste F.-Kurve /? zerJSel, und 
beide hatten einen Punkt X' gemein. Betrachten wir l als 
Schnittlinie irgend zweier Ebenen, so müssen folglich die 
beiden ihnen entsprechenden Flächen yj durch L**-* und fl 
gehen, d. h. sie müssen sich in dem Punkte X' berühren. 
Also muß die ganze F.-Kurve fl und in gleicher Weise die 
F.-Fläche, welche sie beschreibt, nach dem obigen Satze der 
Jacobischen Fläche des Systems (4) angehören. 

Wenn sich andererseits irgend zwei Flächen tp in einem 
Punkte berühren, so hat ihre Schnittkurve in ihm einen 
Doppelpunkt, daher muß die Kurve 1> einen weiteren Doppel- 
punkt haben. Die L* waren aber rationale Kurven und 
müssen folglich zerfallen, wenn sie noch einen Doppelpunkt 
erhalten. Dann muß aber der eine Teil eine F.-Kurve sein. 

Femer zerfielen die Flächen y), wenn die entsprechende 
Ebene durch einen F.-Punkt von 2! ging. Beispielsweise 
entsprach einer Ebene oc durch den F.-Punkt Fy eine 
Fläche von der Ordnung m — v und außerdem die F.- 
Fläche <Py (vgl. 163.). Beide Flächen haben eine Kurve 
gemein, welche den zu F^ unendlich benachbarten Punkten 
der Ebene (x entspricht. Diese Kurve ist also eine Doppel- 
kurve für das System m-ter Ordnung, welches der Ebene (x 
zuzuweisen ist, mithin gehört ^y der Jacobischen Fläche 
der yj an. So gelangen wir zu dem Satze: 

Die Jacobische Fläche besteht in jedem der 
beiden Eäume aus der Gesamtheit der F.-Flächen, 
welche den singulären Elementen des andern Raumes 
zugewiesen sind, und sie geht durch alle F.-Punkte 
und F.-Kurven des betreffenden Raumes. 

Natürlich können die emie\\i«ii E.-Flaßhen, mehrfach 
^erecinet^ als Bestanäleile dex 3acicJteJv«»ÖKi^Ti^>Äöäfc ^Ä\fet^\KCu 
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Die Aasrechnung der Determinante (11), in bezug auf welche 
auch auf eine Arbeit (17) des Verfassers verwiesen sei^ liefert 
das Veriialten der Jacobischen Fläche in F.-Pankten und 
für F.-Kurven. Man findet, wie ohne Beweis angeführt werde: 

In einem F.-Punkte i-ter Ordnung hat die Jacobi- 
sche Fläche selbst einen (4 i — 2) -fachen Punkt; 
eine i-fache F.-Kurve des Flächensystems hat sie 
selbst zur (4 t — l)-fachen Kurve. 

Irgend einer Ebene c in 2* wird eine Fläche tp^ in H^ 
entsprechen und andererseits einer Ebene d^ in 2' eine 
Fläche 973 in ^; der Schnittkurve n-ter Ordnung von e 
und q>a ist demnach Punkt für Punkt eindeutig zugeordnet 
die Schnittkurve m-ter Ordnung von d' und 97«. Folglich 
sind diese beiden Kurven von gleichem Geschlechte p. 
Da weiter die vielfachen Punkte der Flächensysteme (4) 
und (6) in die F.-Punkte der Transformation fallen, so muJB 
diese Zahl p für irgend zwei derartige, entsprechende ebene 
Schnitte die gleiche sein. Loria (15) hat sie als das Ge- 
schlecht der betreffenden Raumtransformation bezeichnet 
und die Transformationen darnach in Familien eingeteilt. Die 
quadratische Transformation (§ 20) beispielsweise ist vom 
Geschlechte p = 0, die kubische Verwandtschaft des § 31 
vom Geschlechte p = 1. 

Ein Beispiel. 

167. Wir bringen endlich noch ein Beispiel, das eine 
ganze Keihe unserer früheren Betrachtungen abschließt. Es 
ist eine Punkttransformation , die sich für jedes n durch- 
führen läßt und bei der die beiden F.-Systeme die gleichen 
sind, so daß m^n. Noether [(3) 8. 308J führt es bereits 
an, und de Paolis (10) hat es ausführlich behandelt. 

Jeder der beiden Bäume enthält einen F.-Punkt (w— l)-ter 
Ordnung, Sin 2! und T' in -2*'. Diesen entsprechen je Flächen 
von der Ordnung w — 1 , (& bzw. W, welche diese Punkte 
zu (» — 2) -fachen Knoten haben. Außerdem enthält jeder 
der beiden Räume eine F.-Kurve / bzw. f von der Ordnung 
n{n — 1), welche (w — l)(n — 2)-mal durch die bezeichneten 
F.-Punkte geht. Den Ebenen jedes Raumes entsprechen 
Flächen n-ter Ordnung, welche in dembefec^i!L^\idscL¥r?vMakiÄ 
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dDcn (m — iH&chen Knoten ludien, ilso sog. ^yMonoide'S 
ond die dnrdi die F.-Knnre hindnndigdien. 

Die Ebencnbändel 5 ond r sind kolKnear aufeinander 
b elo g en. Einer Geraden g entqvidit dne d)ene Kurve 
»4er Qrdnm^ mit (m — If-fmchaD. Ponkte im F.-Pimkte des 
andern Sys t ems, wdche in der Ebene Hegt, die der durch g 
gdienden Ebene des ersten Bündels im zweit^i Bändel ent- 
sprichL 

Aoch die Strüilenbandd S und T' sind kollinear auf- 
einander beaogen« und in dieser KoUineation entspiedien 
sieh die bdden Kegd von der Ordnung 2(ift— 1), welche 
je die F.-Kurve ans dem F.-Punkte projizieren. Iigtt[id 
einem Punkte X der F.-Kurve in 2 entepncht jener Strahl, 
wdc hct in der genannten KoUineation der Bündel dem 
Strahle SX zugewiesen ist 

Die Gleiehui^ien dieser VerwandtadiafI werden 

gx^^xi^U"), ox,=xi0(xO, gx^^xi^ix^ 
wobei 

Dabo istjr; = 0, Jr^ = 0, J:^ = 0der F.-Pdnki, 0(xO die 
F.-Flidfte {m — l)-ter Ordnung. Die Cmkdimng dieser 
Fonndn licEert ganz die gleidien Beziehungen; 

oxi^XiWix), oxi^x^W{x), axi = x^W{x^ 

axi = ^^ , 

»"W = Vn-iir) + x^ . f^-,(x) 

Für « = 2 ediik man die früher (§ 20) bdanddt» qnadn- 
üsriwn Systeme; i» = 3 liefet eine in beideriri Snn kubische 
Verwan^Bchaft, wekdie aber von der in § 31 bdhanddten 
im al^emeinen verschieden ist. 

Die Bündehnittelpunkte S und T^ können andi zn- 

jtammen&Uen, und w^ta kann jeder Stndd des Bündds S 

mdi seiaetn entspsecbenden sc^ ^«äta^^. Wus^^oe^gs^ ^ zwei 
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entsprechende Ponkte stets auf einem Strahle durch S, und 
wir haben wieder Perspektive Systeme erhalten. 

Kndlich ist auch der Fall der involutorischen Lage 
denkbar. Auf jedem Strahle durch S bildet sich nun eine 
Ponktinvolution aus, deren Doppelpunkte der Punkt S und 
der weitere Schnittpunkt mit der F.-Fläche (n — l)-ter Ord- 
nung sind. Wir oeschranken uns auf diese einzige Be- 
meriamg über involutorische Punktverwandtschaften im 
Baume. Dieselben sind von Martinetti (13) und Mon- 
tesano (14) studiert worden. 

Die Bestimmung homaloidaler Systeme. 

168. Ist eine ein- eindeutige Punkttransformation im 
Baume bestimmt, so entsprechen den Ebenen m einem 
Baume Flachen gewisser Ordnung und Art im andern 
Baume, und diese Flächen sind dadurch ein-euideutig auf 
eine Ebene abgebildet, wie wir am Beispiel der Fliehen 
zweiter und dritter Ordnung gesehen haben. 

LAegt umgekehrt eine Fläche gegeben vor und ist sie 
auf eine Ebene abgebildet, so kann man nach allen Saum- 
transformationen fragen, bei denen den Ebenen des einen 
Baumes solche Flächen zugewiesen sind. Die Bestimmung 
aller dieser homaloiden Systeme läßt sich zurückführen auf 
£e ErmitÜnng homaloidaler Eurvennetze. Der dazu nötigen 
Überlegung liegt folgender Gedanke zugrunde. Ist eine bi- 
rationale Punktverwandtschaft im Räume gegeben, so wird 
eme Ebene e auf eine Fläche tp^ abgebildet Irgend zwei 
Flächen tp haben gewisse feste und außerdem eine beweg- 
liche Kurve gemein. Die Schnittkurven von tp, mit allen 
übrigen Flächen tp werden in e abgebildet eine feste Kurve 
geben und eine bewegliche Kurve, welche einem Netz an- 
gehört. Nun denken wir uns die Ebene e nochmals durch 
eine Cremonasche Transformation auf eine andere Ebene (k 
eindentig abgebildet. Dann geht das Kurvennetz in £ in 
ein anderes über, und die Fläche tp ist auch auf die Ebene a 
eindeutig abgebildet Diese Fläche tp und ihre Abbildung 
in eine Ebene oc nehmen wir nun als bekannt an. Um 
daraus eine birationale Raumtransformation abzuleiten, denken 
wir uns eine andere Fläche von der gleichen Art wie tp , also 
mit den näaüicben vielfachen Punkten \md ILmld^tl tsäSl \^ 
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zum Schnitt gebracht und bestimmen das Bild der Schnitt- 
kurve in ^. Dasselbe wird eine Kurve von bestimmter 
Ordnung sein, welche durch die singulären Punkte in ^ in 
gewisser Weise hindurchgeht. Nun suchen wir diese Kurve 
zu zerlegen in einen festen Bestandteil F und in einen be- 
weglichen. Bildet der letztere ein homaloidales Netz {N), 
so ist damit eine Raumtransformation festgelegt Denn 
greifen wir drei Kurven dieses Netzes heraus, so entsprechen 
ihnen drei Schnittkurven auf y), die wir also durch 

V' + 0^2 V'2 = , V' + Äg v'g = , v' + «4 v'i = 

uns gegeben denken. Dann ist aber 

V^ + a, V's + ^8 V's + 0^4 ^^4 = 

das homaloidale System, dem wir im andern Räume die 
Ebenen zuweisen können. Dem festen Teile F in x ent- 
spricht auf y) das F.-System der Flächen \p ^ den Kurven 
des Netzes N entsprechen auf \p Raumkurven, welche in 
die Geraden des ersten Raumes sich abbilden; es gibt also 
die Ordnung dieser Raumkurven den Grad der inversen 
Transformation. So viele Netze (JV) man bestimmen kann, 
ebeusovielen Raumtransformationen kann die Fläche %p an- 
gehören. Gewisse Ausnahmen können statthaben, d. h. nicht 
jede auf eine Ebene abgebildete Fläche kann dazu benutzt 
werden, um diese Beziehung zu einer Raumtransformation 
zu erweitem [Loria (15)]. 

Als Beispiel betrachten wir die Raumverwandtschaften, 
zu denen uns die Abbildung der Fläche zweiter Ordnung 9?* 
iiuf die Ebene führt. Bei dieser (vgl. § 20) waren in der 
Ebene zwei F.-Punkte jF^ und F^ vorhanden, denen je Ge- 
rade der Fläche 9?* entsprachen, welche sich in einem 
Punkte jT' schneiden mögen. Der Schnitt der 9?^ mit einer 
andern Fläche zweiter Ordnung ist eine Raumkurve vierter 
Ordnung; ihr Bild in (x wird eine ebene Kurve vierter 
Ordnung, welche in jF^ und F^ Doppelpunkte hat. Wir 
haben also eine solche Kurve in einen festen und einen 
beweglichen Teil zu zerlegen, so daß der bewegliche Teil 
ein Netz bildet. 

a) Wir wählen als iesteiiTeil die Verbindungsgerade J?\ F^ 
und irgend einen dutcla. d\e\iÄdÄ\i'?vvxJ>ß.\fc ^^%\i^^^ 
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schnitt. Der bewegliche Teil ist dann eine Greradei die nicht 
mehr durch F^ oder F^ geht; diese Greraden bilden ein Netz. 
Als F.-System erhalten wir auf 97' einen Kegelschnitt Jc^y 
der dem durch Fi , F^ beliebig angenommenen entspricht 
und den Punkt !F. Irgend zwei Flächen zweiter Ordnung 
durch k* und T' schneiden sich dann aber noch in einem 
Kegelschnitte. Die inverse Transformation wird eben&lls 
von der zweiten Ordnung^ wir erhalten eine Raumverwandt- 
schaft (2,2), nämlich die schon betrachteten quadratischen 
Systeme. 

b) Als festen Bestandtteil wählen wir die Gerade F^F^ 
und iigend einen Strahl durch F^ • Das Netz (N) soll aus 
allen Kegelschnitten bestehen, welche durch Fi und weiter 
durch zwei beliebig angenommene Punkte 0^ und 0^ gehen. 
Das feste F.-System auf 97^ besteht dann in drei Punkten 
und in einer Geraden. Die inverse Transformation wird 
von der dritten Ordnung, so daß wir eine Saumtrans- 
formation (2,3) erhalten. Die Flächen q> in 2! sind Kegel- 
flachen dritter Ordnung, welche eine Doppellinie und drei 
einfache Grerade gemein haben. 

c) Wir wählen als festen Teil die doppelt gerechnete 
Gerade F1F2 und nehmen dazu als Netz (N) die Kegel- 
schnitte durch drei irgendwie angenommene Punkte. Dann 
gehen alle Flächen zweiter Ordnung durch drei feste Punkte 
und berühren in T^ die nämliche Ebene. Wir erhalten eine 
Transformation (2,4); die Flächen 9? werden sog. Steiner sehe 
Flächen, welche drei feste durch einen Punkt gehende Linien 
als Doppelgerade haben. Weitere Falle sind, wie man sich 
überzeugt, nicht möglich. 

Durch ähnliche Betrachtungen haben Loria (16) und 
Sturm (18) die birationalen Raumtransformationen ermittelt, 
die sich aus der Abbildung der allgemeinen Fläche dritter 
Ordnung ergeben. Es sind im ganzen sieben Verwandtschaften, 
je eine vom Typus (3,3) und (3,4), zwei vom Typus (3,5) und 
drei vom Typus (3,6). 

Die Abbildung einer Fläche. 

169. Die Theorie der eindeutigen Punktverwandtschaften 
im Baume ist nicht so weit ausgebaut wie die der Trans- 
formationen Jn der Ebene. Zu dem «choneii SatLe^ daß «.ck 

Doeblemann, Geometrißche TransformaUoiiQii. IL *^^- 
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jede Cifemonasdie Transformation durch eine Reihe qmidra- 
tiisoher Transformationen ersetsen läßt, gibt es allem Anscheine 
nach kleinen entspiiecheliden im Baume. Am meisten An- 
wendung fanden die Baumtransformationen in* der Tlieörie 
der Flächenftbbildung. Durch die vielen Baumtransforma- 
tionen, welche man aiusustellen imstande war, und durch deren 
wiederholte Anwendung sich weitere in unbegrenzter Zahl 
ableiten ließen, hatte man die Möglichkeit, zahh^iche Flächen 
mit den verschiedensten Singularitäten, mit Doppel- und 
Bückkehrkurven usf. auf die £bene abzubilden und neue 
Flächen dadurch aufzufinden. 

Die auf die Ebene ein-eindeutig abbildbaren Flächen, 
also die Homaloide, sind ja besondisrs einfacher Natdi*. Die 
Koordinaten ihrer Punkte lassen sich als rationale Funktionen 
zweier Parameter darstellen. Aber auch umgekehrt kann 
man sagen: Wenn eine Fläche die Eigenschaft hat, daß die 
Koordinaten ihrer Punkte als rationale Funktionen zweier 
Parameter darstellbar sind, so ist sie ein Homaloid, d. h. es 
entspricht auch jedem Flächenpunkte nur ein Wertepaar der 
Parameter. Man kann daher die Homaloide, welche durch- 
aus den rationalen Kurven vom Geschlechte p = ent- 
sprechen, auch als rationale Flächen bezeichnen. Noether (2) 
hat bewiesen, daß eine Fläche auf die Ebene abbildbar ist, 
wenn ein Flächenbüschel existiert, der aus der Fläche ein 
einfach unendliches System von rationalen Kurven aus- 
schneidet, und zwar so, daß jede Fläche des Büschels eine 
solche rationale Schnittkurve liefert. In der Tat hängen 
ja dann die Punkte der Fläche von zwei Parametern ab: 
der eine legt die Fläche des Büschels fest, der zweite auf 
der dadurch ausgeschiedenen rationalen Kurve einen einzelnen 
Punkt der Fläche. 

Wenn zwei ebene Kurven ein-eindeutig aufeinander 
bezogen sind, so sind sie vom gleichen Geschlechte. An 
Stelle dieser einen Zahl treten für die Fläche zwei, Welche 
Noether (1, 9) als „Flächengeschlecht" ^ bzw. als „Kurven- 
geschlecht" Pi bezeichnet und durch die zu der Fläche / 
adjungierten Fläche q)/ definiert hat. Ist n die Ordnung 
der Fläche, so sind diese adjungierten Flächen von der 
Ordnung n - 4 , und sie gehen durch jede i-fache Kurve 
von , / noch (i — l)-ma\ Yimdxxrdi, während sie in einem 
A-fachen Knoten nocli emcn ^ — ^-^ÄÖafcTJL ^\a&.\» \\^%ltzen. 
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Die eratere Zahl p gibt nun die Ansahl d<9r linear von- 
einander unabhängigen adjungierten Flachen ^y, die iweite 
Zahl jpi bezieht sich auf die Scbnittkurve einer Fliehe f 
mit einer Fläche (pf. Sind ^rwei. Flachen ein-eindeutig auf- 
einander bezogen^ so haben nie gleiches Flächen- und Kurven- 
geachlecht. Die rationalen Flächen haben das Flächen- und 
Kurvengeschlecht Null. 
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